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PRÉFACE. 

La plus grande partie des Elémens de Géomé* 
trie est consacrée à la solution des problêmes qui 
naissent des propriétés que les lignes situées dans 
un même plan, ont les unes à l'égard des autres ; 
et le reste ne renferme guères que des théorè- 
mes sur les plans et les volumes des corps. Ce- 
pendant chaque question de géométrie prise 
sur un plan, ou dans deux dimensions, a son ana- 
logue dans l'espace; et le premier état n'est 
qu'un cas particulier du second. 

L'un des problêmes les plus simples qui soient 
résolus dans les livres élémentaires , a pour objet 
de déterminer le centre et le rayon d'un cercle 
qui passe par trois points donnés. En transportant 
la question dans l'espace , on voit qu'il s'agit 
d'assigner le centre et le rayon d'une sphère, lors- 
qu'on connoît quatre points par lesquels elle doit 
passer. C'est par des moyens entièrement sem- 
blables qu'on peut résoudre l'un ou l'autre de 
ces problêmes ; car la sphère n'est que le cercle 
généralisé. 
• 

Il existe néanmoins une différence très-impor- 

• . • 
aux 
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tante entre les opérations qu'exige la solution du 
premier problême, et celles qui sont nécessaires 
pour le second , quoique les unes et les autres 
soient fondées sur les mêaies principes. Lorsqu'il 
s'agit du cercle , on opère immédiatement sur 
les points donnés , parce qu'ils sont situés dans 
un même plan ; mais quand on passe à la sphère, 
ces points se trouvent alors dans des plans diffé- 
rens ; il en est de même des lignes qui les joignent, 
et sur la considération desquelles porte toute la 
solution : il n'est donc pas possible d'effectuer 
sur le papier les opérations indiquées par rapport 
à ces lignes. Pour éluder cette difficulté , on 
transforme les données de manière qu'on n'ait 
jamais à combiner ensemble que celles qui se 
trouvent sur un même plan , et que cependant 
le passage des anciennes aux nouvelles soit de la 
plus grande simplicité : tel est le but que la mé- 
thode des projections remplit complètement. 

On voit par cet exposé que les Elémens de 
Géométrie sont incomplets et demandent à être 
étendus relativement aux plans et à la sphère , 
comme ils le sont à l'égard des lignes droites et 
du cercle. Cependant les besoins des arts de cons- 
truction avoientdéjà forcé depuis long- temps, 
des hommes très-intelligens à s'occuper des pro- 
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blêmes de géométrie qui embrassent les trois di- 
mensions, et dont la solution repose sur des con- 
sidérations relatives aux plans et aux surfaces 
courbes. Les charpentiers et les appareilleurs ont 
fait dans ce genre , qu'ils ont créé , des choses 
étonnantes , soit par leur complication , soit par 
l'élégance des moyens qu'ils ont employés pour 
■vaincre des difficultés qui sembloient devoir les 
arrêter. Leurs pratiques ont été recueillies dans 
plusieurs ouvrages ; mais dans quelques-uns elles 
se trouvent dépourvues de démonstrations f et 
dans tous en général, elles sont compliquées par 
des notions techniques de charpente et de coupe 
des pierres, en sorte qu'on ne voit jamais la ques- 
tion proposée réduite par l'analyse de son énoncé 
au dernier degré d'abstraction dont elle est sus- 
ceptible. Aussi ces ouvrages sont-ils pénibles à 
lire , et n'éclairent point sur la manière dont il 
faudrait s'y prendre pour résoudre les questions 
qui n'y sont pas traitées. 

Les artistes n'ayant jamais eu en vue que le 
besoin du moment, ont presque toujours recom- 
mencé les mêmes préliminaires à chaque question 
dont ils se sont occupés; ils ne paraissent pas 
avoir senti que la solution d'un problème quel- 
conque renferme toujours deux parties bien dis- 
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tinctes : Pune,purement théorique, ne consiste que 
dans l'application ou le rapprochement de quel- 
ques propositions antérieures d'où dépend la so- 
lution cherchée ; l'autre est l'exécution des opé- 
rations nécessaires pour arriver au résultat 5 et 
ces opérations ne sont elles-mêmes que les ré- 
sultats des questions déjà traitées. 

• 

Ainsi, lorsqu'on veut trouver la position du 
centre du cercle qui passe par trois points don- 
nés ; après avoir démontré que ce centre doit être 
situé à la rencontre des perpendiculaires élevées 
sur le milieu des lignes qui joignent les points 
proposés, combinés deux à deux, on regarde 
la question comme résolue, car il ne s'agit plus 
que d'élever des perpendiculaires sur des lignes 
données , procédé dans les détails duquel on 
n'entre pas , puisqu'ils ont fait l'objet d'un pro- 
blème antérieur à celui qu'on se propose de ré- 
soudre. 

S'il falloit déterminer la position du centre de 
la sphère qui passe par quatre points donnés , on 
s'appercevroit aisément qu'en joignant ces points 
deux à deux par des lignes droites , les plans éle- 
vés perpendiculairement sur le milieu de cha- 
cune , passent nécessairement pnr le centre de 
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la sphère demandée ; la question seroit donc ré- 
solue dans ce peu de mots , si Ton avoit enseigné 
précédemment comment on mène des plans per- 
pendiculaires à des droites données , et par quel 
procédé on détermine l'intersection de ces plans. 

* 

Les problèmes de géométrie ont généralement 
pour objet la recherche d'un ou de plusieurs 
points de l'espace; et ils sont censés résolus toutes 
les fois qu'on sait sur quelles lignes ou sur quelles 
surfaces> ces points se trouvent placés, parce que 
l'on a expliqué d'avance et par ordre les diffé- 
rentes manières dont on peut construire des lignes 
ou des surfaces , d'après des conditions données. 
Par -là les questions se renvoient les unes aux 
autres; l'enchaînement établi soulage la mémoire 
de celui qui étudie, en lui permettant de s'appuyer 
sur les notions qu'il a déjà acquises, et en réduisant 
au plus petit nombre possible les objets qui doi- 
vent partager son attention : enfin, les figures dé- 
barrassées désignes relatives aux opérations anté- 
rieures à celles dont il s'agit, deviennent beaucoup 
plus simples sans rien perdre de leur utilité et de 
leur généralité. 

11 est évident que la même marche doit être 
suivie dans quelque science que ce soit , et à plus 
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forte raison dans une branche de la géométrie. 
Ainsi, lorsqu'on s'occupe des problêmes qui nais- 
sent des rapports de situation, de grandeur ou de 
figure, que les plans et les surfaces ont ensemble, 
on doit classer ces problêmes de manière que 
les solutions des premiers servent à ceux qui 
doivent suivre : c'est - là ce que j'ai essayé de 
faire ; et il est aisé de voir que je n'ai pu tirer au- 
cun parti des livres de coupe des pierres, dans les- 
quels la géométrie n'est traitée que par occasion; 
j'avoue même qu'il ne m'a pas été possible d'en 
lire un seul. Je me suis donc proposé de résoudre, 
par rapport aux plans , une suite de questions 
élémentaires, analogues à celles qu'offrent les li- 
vres de géométrie par rapport aux lignes. Le 
temps et les communications ont complété ces 
questions , et leur ont donné la forme sous la- 
quelle je les présente aujourd'hui. 

J'ai tâché de renfermer mon sujet dans une 
étendue proportionnée à son importance, en sorte 
que ce livre puisse convenir à ceux qui veulent se 
borner aux connoissances purement géométri- 
ques , et qu'en même temps il mette sur la voie 
le lecteur qui se propose de les appliquer aux 
arts; mais je le préviens que dans ce cas il ne doit 
" pas se borner a suivre la marche des solutions* if 
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faut qu'il prenne la règle et le compas, qu'il effec- 
tue les diverses opérations dans Tordre où elles 
se succèdent, et qu'il seles rende assez familières 
pour les exécuter de lui-même par-tout où elles 
sont indiquées comme des préliminaires 5 car j'aî 
cru non-seulement qu'il n'étoit pas nécessaire , 
ma'13 même conforme aux loix de la méthode , 
de reprendre dans chaque opération toutes celles 
qu'elle suppose. Ce seroit comme si dans des élé- 
mens d'arithmétique, on joignoit aux exemples de 
règle de trois, la multiplication et la division 
qu'exige cette règle.- Des figures chargées de 
toutes les lignes de construction sont aux plan- 
ches d'un traité de géométrie ce que, des mi- 
nutes de calcul sont aux exemples d'un traité 
d'arithmétique. Si ces exemples sont bien choi- 
sis , présentés dans un ordre convenable et ex- 
pliqués avec soin , ils doivent mettre en état 
d'effectuer les calculs les plus compliqués , qui 
ne se composent jamais que des opérations élé- 
mentaires combinées entr'elles. 

- 

Les tracés auxiliaires dans la solution des pro- 
blèmes , sont les opérations élémentaires; pour 
éviter toute confusion , on les fait successive- 
ment au crayon, et on ne conserve que les lignes 
qui mènent immédiatement au résultat cherché. 
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Lorsque j'enseigne la géométrie , j'ai toujours 
soin d'exercer les élèves à la construction des 
figures; et pour cet effet je leur propose des ques- 
tions où les données , exprimées par des me- 
sures connues ou résultantes d'opérations dé- 
terminées, sont isolées les unes des autres. Il 
faut d'abord qu'ils replacent ces données dans 
leurs situations respectives, ce qu'ils ne peuvent 
faire quand ils n'entendent pas les questions j 
ensuite qu'ils conçoivent le plan de la solution , 
et qu'ils l'exécutent , en appliquant par eux- 
mêmes ce qu'ils ont entendu à la leçon. J'ai tou- 
jours vu que par cette marche, ils se fortifient bien 
plus que lorsqu'on leur met sous les yeux V épure y 
c'est- à - dire la construction détaillée du pro- 
blême. La symétrie des lignes dispense les pa- 
resseux, qui par-tout forment le plus grand nom- 
bre , de la peine de réfléchir sur les préceptes 
qu'ils ont reçus 5 et ils copient leur épure sans 
l'entendre. 

Je ne me suis point borné à ce qui concerne 
les plans et les corps ronds , les seuls que Ton 
considère dans les Eîémens de Géométrie 5 j'ai 
cru devoir faire connoître les surfaces courbes 
les plus simples , après celles dont on vient 
de parler , et qui sont d'un usage fréquent dans 
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les arts de construction. Quoique les problè- 
mes relatifs à ces surfaces donnent lieu à des 
courbes dont il n'est point question dans les élé- 
mens, celles-ci n'étant jamais construites que 
par points et en faisant usage de la règle et du 
compas seulement , elles ne supposent aucune 
connoissance étrangère à la géométrie élémen- 
taire, et doivent par conséquent trouver place 
à sa suite. 

J'ai terminé mon ouvrage par quelques me- 
tliodes générales pour mettre les corps en pers- 
pective , et traitées fort succinctement , par des 
raisons que je vais exposer. 

La perspective n'offre à celui qui possède bien 
la géométrie des plans et des surfaces, qu'un pro- 
blême dont la solution se présente dès qu'on en 
a saisi l'énoncé; et il estpresqu'impossible de l'en- 
seigner complètement au lecteur qui ne connoît 
que les premiers élémens de géométrie. La diffi- 
culté ne consiste pas à faire entendre les procédés 
techniques de la perspective , c'est-à-dire, ceux 
qui servent à conclure des difFérens points d'un 
corps , les apparences de ces points , mais à assi- 
gner , d'après la disposition de ce corps, ou d'a- 
près le sentiment qu'on a de sa forme et du lien 
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qu'il occupe, la position respective de ses points 
principaux par rapport à l'œil et au tableau. Or, 
cette dernière partie n'est plus du ressort de la 
perspective, elle rentre entièrement dans la géo- 
métrie des plans et des surfaces 5 et tous les trai- 
tés qui ne supposent pas la connoissance de cette 
branche de la géométrie, ou qui ne la donnent 
pas d'une manière méthodique, ne peuvent être 
considérés que comme des collections d'exem- 
ples, où l'on trouve, confondus ensemble, les pro- 
cédés pour construire les corps d'après leur dé- 
finition , et pour les mettre en perspective. Ce 
mélange des méthodes nuit à la clarté de leur ex- 
position , rebute les lecteurs instruits : le livre ne 
sert aux autres que comme un dictionnaire où ils 
vont chercher des exemples à imiter mécanique- 
ment 5 et s'ils n'y rencontrent pas celui qui les 
occupe, ils ne savent plus que faire. 

Je ne pouvois avoir le projet de multiplier assez 
les figures pour former un traité de perspective qui 
pût servir aux personnes dépourvues de connois- 
sances géométriques; et ce que j'aurois dit de plus 
auroit été superflu pour celles qui se sont familiari- 
sées avec le reste de mon ouvrage. Je me suis donc 
borné à indiquer un moyen d'appliquer le calcul 
à la perspective, dans le cas où l'on auroit de 
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grands dessins à construire , et où on voudroit en 
déterminer avec précision les points principaux. 
Voilà en effet tout ce qu'il faut faire, même en pein- 
turej car, excepté pour quelques corpsparticuliers 
terminés par des lignes parallèles ou perpendi- 
culaires , tels que ceux qu'on rencontre en ar- 
chitecture, les procédés de la perspective sont 
si laborieux , que jamais personne n'aura le cou- 
rage de les mettre en pratique pour des con- 
tours irréguliers : on recourra plutôt à la nature 
et aux modèles. Si l'on veut pratiquer la pers- 
pective, il faut en acquérir le sentiment qui cons- 
titue la partie philosophique du dessin , la seule 
qui soit généralement utile , et malheureu- 
sement la plus négligée ; et puisque mon sujet 
me conduit à cette assertion, qu'il me soit permis 
de l'appuyer par quelques réflexions sur le but 
que doit avoir, à ce qu'il me semble, par rapport 
au plus grand nombre des élèves, l'enseignement 
du dessin , dans les écoles publiques. 

Les hommes ont remarqué l'art du dessin par 
sa partie la plus brillante sans doute, mais aussi 
la plus difficile et la moins utile à leurs besoins; 
je veux dire par l'imitation de la nature animée, 
et des effets des passions sur le visage de l'homme. 
À la renaissance des arts, des peintres célèbres ont 
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que le copier : l'art de la gravure suffît pour 
multiplier les copies des originaux produits par 
le pinceau des artistes de génie. % , 

Enfin , combien l'ennui que les jeunes gens 
éprouvent en barbouillant un œil qu'ils estropient, 
une bouche qu'ils ne sauroient reconnoître lors- 
qu'elle est détachée de l'ensemble du visage , 
ne les éloigne-t-il pas de l'étude du dessin , dont 
ils éprouveront le besoin par la suite. 

Revenons donc à des objets d'une utilité plus 
générale , et qui par cette raison même seront 
plus attrayans pour la masse des élèves ; exerçons 
leur jugement en même temps que leur main et 
leurs yeux ; etque ce qu'ils feront dès leur entrée 
dans la carrière puisse leur être immédiatement 
bon à quelque chose. 

m 

Les objets inanimés sont ceux qu'on a le plus 
souvent occasion de représenter. Ce sont des 
instrumens d'art , des machines , des détails de 
construction, des appareils de physique et de chi- 
mie; tous sont composés de corps géométriques 
ou peuvent s'y rapporter : c'est donc par ces corps 
qu'il faut commencent avec d'autant plus de rai* 
son qu'étant susceptibles d'un tracé et d'une exér 

Compl. de la Géom y b 
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ombrant un cylindre , un cône , une sphère y vus 
par leur convexité , puis par leur concavité , la 
main se formera aussi bien qu'en copiant le des- 
sin des bosses et des creux de la figure. 

i 

Après avoir appris à rendre des corps régu- 
liers , on passera facilement à ceux qui ne le sont 
pas> mais dans lesquels on retrouve comme élé- 
mens de PefFet général y lesefFets particuliers qu'on 
a remarqués sur les premiers ; et si l'on est forcé de 
s'arrêtera ce point, on aura du moins appris à voir, 
et Von sera en état de représenter beaucoup d'ob- 
jets d'une manière assez claire pour qu'ils soient 
reconnus par toutes les personnes qui auront à les 
considérer ou à les employer. Il en sera à cet égard 
du dessin comme de récriture ordinaire; un petit 
nombre de personnes parviennent à la bien pein- 
dre , et cela suffit pour conserver les caractères 
dans leur pureté 5 mais presque tout le monde écrit 
ou doit écrire de*manière à pouvoir être lu. S'il 
étoit possible , et je crois que ce ne peut être que 
par la marche que je vièns d'indiquer, de popula- 
riser le dessin comme l'écriture, à laquelle il sert 
de supplément , les arts mécaniques feroient 
des progrès immenses. En effet, combien de con- 
ceptions perdues faute d'avoir pu être confiées 
au papier par leur inventeur j que de*noyens in- 

bij 
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génieux , remarqués en voyageant ou autrement, 
n'ont pu être retracés par ceux dont ils avoient 
attiré les regards. 

Quant à la facilité d'apprendre par cette mé- 
thode, quelques expériences que j'ai vues, m'ont 
convaincu qu'elle seroit très - grande , et qu'on 
pourroirmême pousser ainsi le dessin fort loin 
par rapport à la figure ; mais, quoi qu'il en soit , 
pour ne pas choquer les artistes , on pourroit 
laisser aux écoles spéciales de peinture et de 
sculpture , l'enseignement du dessin tel qu'ils le 
conçoivent ,-et donner à celui que je propose de 
substituer pour les écoles générales, le nom de 
stéréographie , comme étant l'art de décrire les 

corps. 

Si les vues que je propose échappent au repro- 
che de bizarrerie qu'on pourra leur faire , lors- 
qu'on les comparera aux idées accréditées par le 
temps et par les préjugés , on dira peut-être 
qu'elles ne sont pas nouvelles ; et pour prouver 
que je ne l'ignore pas moi-même , je rapporterai 
un passage de l'Emile, auquel je m'étonne tou- 
jours qu'on ait eu si peu égard. 

« On ne sauroît apprendre à bien juger de l'é- 
» tendue et de la grandeur des corps , qu'on n'ap- 
)> prenne atssi à les figurer et même à les imiter $ 
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V car au fond cette imitation^ie tient absolument 
» qu'aux loix de la perspective , et l'on ne peut - 
» estimer l'étendue sur ses apparences , qu'on 
» n'ait quelque sentiment de ces loix. Les enfans, 
» grands imitateurs , essayent tous de dessiner ; 
» je voudrois que le mien cultivât cet art , non 
» précisément pour Fart même, mais pour se 
» rendre l'œil juste et la main flexible ; et en gé- 
» néral il importe fort peu qu'il sache tel ou tel 
)) exercice , pourvu qu'il Acquière la perspicacité 
» du sens et la bonne habitude du corps qu'on 
» gagne à cet exercice (1). Je me garderai donc 
}) bien de lui donner un maître à dessiner qui ne 
*> lui donneront à imiter que des imitations, et ne 
ï> le feroit dessiner que sur des dessins : je veux 
» qu'il n'ait d'autre maître que la nature , ni 
» d'autre modèle que les objets. Je veux qu'il ait 
)) sous les yeux l'original même , et non pas le 
» papier qui le représente ; qu'il crayonne une 
» maison sur une maison, un arbre sur un arbre, 
» un homme sur un homme, afin qu'il s'accou- 
» tume à bien observer Us corps et leurs appa- 
» rences , et non pas à prendre des imitations 



(1) Ceci doit être bien apprécié par tous ceux qui 

s'occupent d'instruction publique ; car le but de cette 

instruction est clairement énoncé ci-dessus. 

* f • • • 
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» fausses et conventionnelles pour de véritables 
» imitations. Je le détournerai même de rien 
» tracer de mémoire en l'absence des objets , jus- 
» qu'a ce que, par des observations fréquentes , 
» leurs figures exactes s'impriment bien dans * 
» son imagination 5 de peur que substituant à la 
» vérité des choses* des figures bizarres et fan- 
» tastîques, il ne perde la connoissance des pro- 
» portions, et le goût des beautés de la nature ». 
■ (Emili- , liv. 11. ) 

II me reste à parler de la conformité qu'on 
trouvera entre la plus grande partie de mon ou- 
vrage et les leçons données à l'Ecole Normale 
par Monge. Elle ne pouvoit manquer d'avoir 
lieu , puisque ce géomètre s'est occupé depuis 
long-temps de cette branche des mathématiques, 
à laquelle il a appliqué l'analyse avec beaucoup 
de succès ; mais on auroit tort d[en conclure que 
mon travail soit calqué sur lé sien ; car il existe 
des personnes qui tiennent de moi depuis une 
époque bien antérieure, à la publication de ses 
leçons , tous les matériaux que j'ai employés ; 
j'ai pensé à les mettre en ordre lorsque j'ai été 
adjoint à l'enseignement. de la géométrie des- 
criptive dans l'Ecole Normale* 

* 
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rencontre les plans coordonnés, tt 

Dans toute construction les plans doivent être regardés comme indé- 
finis , et une droite peut aller rencontrer le plan horizontal derrière 
le plan vertical t ou le plan vertical au-dessous du plan horizontal , 

Li 

Problème. Deux plans étant donnés , trouver les projections de leur 
intersection , ibid. 

Remarque sur les positions particulières que peuvent avoir ces 
deux plans , à l'égard des plans coordonnés, iS 

Cas où il est, nécessaire d'employer un troisième plan coordonné, 

\A 

Problème. Trouver les projections de la ligne qui passe par deux 

points donnés , * ^ ibid. 

Corollaire. Autre manière de donner une droite dans l'espace f i 5 

Corollaire, Manière de trouver (la position d'un point situé*sur une 
ligne donnée , lorsqu'on connott sa projection sur un des plans 
coordonnés , ibid. 

Remarque. Deux droites ne se coupent pas toujours , lorsque leurs 
projections se coupent sur chacun des plans coordonnés : il faut 
de plus que les deux intersections des projections soient dans un 
plan perpendiculaire à-la-fois aux deux plans coordonnés , 1 6 

Théorème. Lorsque deux lignes sont parallèles dans l'espace , leurs 
projections sur un même plan sont parallèles entr'elles , ibid. 

Remarque. Il est nécessaire que les projections soient parallèles dans 
deux plans diflférens , sans quoi les lignes pourroient n être pas pa - 
rallèles . l j_ 

Problème, Mener par nn point donné une ligne parallèle à une li- 
gne donnée t > . « 8 

Problème. Trouver les projections d'nn point lorsqu'on connoît trois 
plans sur chacun desquels il est situé » ibid» 

Remarque, Le quarré de la dîfcance d'un point quelconque de l'espace, 
à celui où les trois plans coordonnés se rencontrent , est égal à la 
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somme des quarrés des distances da point proposé à chacun de ces 

, pag. 19 

plans , , . 

Problème. Trouver l'intersection d'nn plan et d'une ligne droite , a5 
Problème. Connoissant les communes sections d'nn plan avec chacnn 
des plans coordonnés, construire ce plan, c'est-à-dire, tr " uver 
pour chaqne point du plan horizontal , la hauteur de celui qui lut 
correspond dans le plan incliné , >f 
On détermine l'angle que font ces deux plana , ^ ld - 
Remarque. Construction d'un plan incliné , lorsqu'on connoit l'angle 
qu'il fait avec le plan horizontal , et son intersection avec ce plan; 



Problême. Mener par un point donné un plan parallèle à un plan 

donné , * * 

Théorime. Une ligne et un plan sont réciproquement perpendicu - 
laires .lorsque les projections de la ligue sur le plan horizontal et 
sur le plan vertical, sont respectivement perpendiculaires aux corn- 
munes sections du plan incliné avec ces mêmes plans , »4 
Problème. Mener par un point donné une ligne perpendiculaire à un 
plan donné, 

Problème. Mener par un point donné nn plan perpendiculaire à une 

droite donnée , a 

Remarque au moyen de laquelle on peut parvenir à résoudre au- 

trement le problème ci-dessus , 3< * 

Problême. Faire passer nn plan par trois pointa donnés , *7 

Corollaire. Manière de rapporter sur le plan horisontallc triangle 
que forment les lignes menées par les trois points donnés , *8 
Problème. Deux plans étant donnés , trouver l'angle qu'ils font en- 
tr'eux , iiid ' 
Théorème. Un plan étant donné , ainsi qu'une ligne droite située dans 
ce plan , mener par cette droite un second plan , qui fasse avec le 

premier un angle donné i ; , So 

Problème. Connoissant l'angle que deux lignes Font entr'ell es , et ce- 
* lui que chacune fait avec une verticale menée par leur point de ren- 
contre , trouver la projection du premier angle sur le plan korf- 
aontal , 

Problême. Deux lignes droites étant données sur un plan , mener par 
leur point de rencontre une troisième droite qui fasse un angle 
donné avec ch a cu ne d'elles. 
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Corollaire , où l'on construit un des angles drièdres formés par 1er 
plans que déterminent les droites données et cherchées , pag. 33 

Remarque. Le problème précédent cessera d'être possible lorsque l'un 
des trois angles donnés sera plus grand qne la somme des deux 
antres. 

On tire en même problème la solution de la question inverse , ibid. 

Lemme. Si par un point quelconque de la commune section de deux 
plans, on élève une perpendiculaire sur chacun , ces lignes feront 
entr'elles un angle dont la mesure sera la même que celle de l'an - 

- 

gle dièdre formé par les plans proposés , 34 

Théorime. Si par le sommet d'un angle trièdre on mène des droites 
perpendiculaires à chacune de ses faces , les plans qui contiennent 
ces lignes deux à deux , formeront un nouvel angle ttièdre , dant 

' lequel les angles des arêtes seront égaux aux angles des faces du 
premier , et les angles des arêtes de celui-ci seront égaux à ceux 
des faces du nouvel angle trièdre , ibld. 

Corollaire. Il est possible , par le théorème ci-dessus , de construire 
un angle trièdre , lorsqu'on connoît les angles que ses faces font 
entr'elles f 3 S 

Problême. Connoissant dans un angle trièdre l'angle que forment 
deux arêtes, et ceux que la face qui les contien| f^rit avec chacun 
des deux autres, trouver sur son plan, la projection de la troisième 
arête , ou bien , connoissant les angles que deux plans font avec le 
plan horizontal , et les lignes suivant lesquelles ils le rencontrent , 
trouver la projection de leur commune section , 3Ç 

Problême. Connoissant dans un angle trièdre , deux faces et l'angle 
qu'elles comprennent , construira le développement de cet angle 
trièdre , 87 

Problême. Les projections d'un point étant connues sur les plans 
coordonnés , projeter ce point sur d'autres plans donnés , 58 

Corollaire I. Comment on rapporte une ligne à un nouveau plan 
de projection , " 8>> 

Corollaire II. Comment on repasse aux plans coordonnés primitifs, 

: & 

Prohlême. Deux plans étant donnés, ainsi qu'une ligne droite située 
dans l'un , mener dans l'autre une ligne qui fasse avec la première 
on angle donné , ou bien , connoissant la projection d'un angle , et 
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la position d'au de ses côtés , trouver celle de l'autre , pag. 40 
Problème. Les projections d'une droite étant données dans l'espace , 

mener un plan qui passe par cette droite, et qui fasse avec le 

plan horizontal un angle donné , 4» 
Corollaire relatif an cas où le plan cherché fait l'angle donné avec 

un plan quelconque , ibid. 

Problème. Deux droites qui ne se coupent point, étant données dan 9 
l'espace , trouver leur plus courte distance , » 45 

Théorème. La somme des quarrés des cosinus des angles qu'un plan 
quelconque fait avec trois autres perpendiculaires entr'eux , est 
égale au quarré du rayon , 45 

Lemme. L'aire de la projection horizontale d'nne figure tracée sur un 
plan incliné, est à l'aire de Cette figure, comme le cosinus de 
l'angle des deux plans est au rayon , 4* 

Corollaire. La somme des quarrés des aire» des projections d'une 
figure plane est égale au quarré de l'aire de cette figure > 47 

Remarque. On déduit de la proposition ci-dessus , un théorème snr les 
tétraèdres rectangulaires, analogue à celui que l'on connoît sur le 
triangle rectangle , 48 

De la Sphère 3 5o 

Problème. Trouver la position et la grandeur dn cercle qui est l'inter- 
section d'nne sphère donnée par nn plan donné , ibid. 

Théorème. Le plan élevé perpendiculairement snr Je milieu de la droite 
qui joint deux points d'une sphère , passe par le centre , 5j 

Problème. Trouver le centre et le rayon d'une sphère lorsqu'on con- 
noit quatre points par lesquels elle doit passer , ibid* 

Problème. Trouver l'intersection de deux sphères données , 5» 

. Corollairel. Construction des deux points où trois sphères qui se 
coupent deux à deux , peuvent se rencontrer à-la-fois , oh procé- 
dé pour trouver les projections d'un point lorsqu'on connoît ses 
distances à trois autres points donnés , » IS 

Corollaire H. Construction d'une pyramide triangulaire lorsqu'on en 
connoît les six arêtes , 64 

Problème. Mener un plan qui touche une sphère dan* un point 
donné, 55 
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Remarque, dans laquelle on indique des moyens de simplifier, dan§ 
beaucoup de circonstances , les constructions , 56 

Problème. Mener par une ligne donnée un plan tangent à une sphère 
donnée , £7 
Problème. Mener un plan qui repose sur trois sphères données , 58 
Remarque , à la suite de laquelle on détermine le point où une ligne- 
tangente à deux cercles, rencontre la droite qui joint leurs centres, 

5» 

Corollaire 9 où l'on fait voir que les points de concours des tangentes 
communs à trois cercles , combinés deux à deux , sont en ligne 
droite , 60 

SECONDE PARTIE. 

De la génération des surfaces , 6a 

Des Surfaces coniques , 65 

Des Surfaces cylindriques , 65 

s 

# 

Des Courbes à double courbure , 67 

Des Surfaces de révolution y 69 

Des Intersections des Surfaces courbes , 71 

Problème. Construire l'intersection d'un cylindre et d'une sphère, 

7* 

Problème Trouver les projections de l'intersection d'une sphère et 
d'un cône , 74 
Problème. Construire l'intersection de deux cônes , 7 6 
Co foliaire I , relatif à l'intersection d'un cône et d'un cylindre , 77 
Corollaire II , relatif à-Hnterseetion de deux cylindres , ibid* 
Remarque relative à la simplification des constructions , et applica- 
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tion à la recherche de l'interseciion de deux cylindres droits, p. 78 

Problème. Construire l'intersection de deux surfaces de révolution 
dont les axes sont dans un même plan , 80 

Remarque. Application à la détermination d'un point, i°. lqrsqu'oa 
connoît ses distances à trois droites données , 81 

a°. Lorsqu'on connoît les angles que font avec la verticale les 
droites menées de ce point à trois point donnés , 85 

3°. Lorsqu'on connoit les angles que font entr'eux les rayons visuels 
menés de ce point à trois points donnés , 84 

Remarque , dans laquelle on donne le nombre de solutions dont la 

dernière question est susceptible dans certains cas , ibid. 
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Suite de la génération des Surfaces courbes , 8 5 
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Problème. Construire' le développement d'une surface conique quel- 
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Rmârqut soi une simplification du procédé précédent > 9* 
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N. B. Pour rendre moins diffuse la nomenclature des 
renvois aux figures , on a employé quatre sortes de lettres : 
des capitales droites , des capitales penchées, des petites 
romaines et des italiques. Les deux dernières sortes sont 
toujours aisées à distinguer entr'elles-, le lecteur prévenu 
saisira sans peine la différence des capitales droites aux 
capitales penchées. La destination de chacune de ces 
espèces (Je lettres est expliquée dans le n° 8. 

' ■ " «. 
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COMPLEMENT 

DES 

ÉLÉMENS DE GÉOMÉTRIE. 

i 

> 

PREMIÈRE PARTIE, 

oîi Von considère les Plans et la Sphère. 

» _ 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

Je y aïs commencer par exposer en détail la manière 
dont on peut représenter , à l'aide de plusieurs plans , 
les différentes parties de l'espace , et en faire connoître 
les dimensions. 

1 . La position d'un point sur un plan est donnée toutes 
les fois qu'où connoît celle de deux lignes qui passent 
par ce point , puisqu'il ne peut être qu'à leur intersec- 
tion. 

Lorsqu'on a plusieurs points à désigner, le moyen 
qu'on emploie le plus communément dans les construc- 
tions , et qui paroît le plus commode , consiste à prendre 
deux lignes AB, AC , perpendiculaires entr' elles , et 
auxquelles on rapporte touslespoints du plan . Le point M, 

Compl. de la Géom. A 
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i. par exemple , seroit donné de position, si on connois- 
soit sa plus courte distance à la ligne A B , et sa plus 
courte distance à la ligne AC. En effet, si l'on prend AQ 
égale à la première, et qu'on mène QM parallèle à AB, 
le point proposé sera sur cette ligne ; il sera pareillement 
sur PM parallèle à AC , et qui en est éloignée de la quan- 
tité A P , distance du point M à cette dernière ; le point 
proposé étant commun aux deux lignes QM et PM, 
sera donc leur intersection *M. 

De cette manière , on peut rapporter un dessin sur un 
autre plan, en établissant des directrices telles que AB , 
AC, et en mesurant les distances des points proposés à 
ces lignes ; il faudra seulement prendre ces directrices en 
dehors du système , ou remarquer de quel côté tombent 
les points que l'on considère. 

2. Lorsqu'on embrasse les trois dimensions , ou qu od 
veut faire connoStre les corps, on suit une méthode ana- 
logue â la précédente , et qui est employée par les archi- 
tectes et les constructeurs en général -, c'est celle des 
plans , profils et élévations , et dont voici l'esprit : 

Lorsqu'un point est donné dans l'espace , on peut 
abaisser de ce point une perpendiculaire sur un plan , et 
marquer le point où le plan est rencontré par cette per- 
pendiculaire , ce dernier sera la projection du premier 
sur le plan dont il s'agit : la longueur de la partie de la 
perpendiculaire interceptée entre le point et le plan sera, 
la hauteur du point donné au-dessus du plan. 

Supposoné i pour fixer les idées , qu'on- rapporte à un 
pkn horizontal tous Isa points situés dans l'espace au- 
dessus de- ce plan ; leurs projections se trouveront aux 
points où un (il à-plomb partant de chacun rencontre- 
roit le plan dont il s'agit 5 et les longueurs de ces fils 



DES ÊLÉMENS DE GÉOMÉTRIE. 3 

donneraient les élévations des points proposés au-dés-G*. 1. 
sus de leurs projections. 

Il suffira donc , pour en désigner un quelconque, de 
marquer sa projection sur lé pian horizontal , et de faire 
connoitre à part sa hauteur, soit en écrivant le nombre 
de mesures linéaires d uné échelle donnée , quelle doit 
contenir , ou en fixant unè ligne pour la représenter. 

Mais si on avoit beaucoup de pomts à représenter de 
cette manière, la multitude des nombres ou des ligne, 
qu'il faudroit écrire pour faire connoître leurs hauteurs 
deviendrait embarrassante -, à la vérité , on pourroit les 
porter toutes sur uriè même ligne , qui deviendroit 
l'échelle des hauteurs. Cè moyen peut être employé 
quelquefois avec avantage, mais il a .l'inconvénient de 
confondre les hautèurs des différons joints , sans avoir 
égard à la situation particulière de leurs projections : en 
voici un autre qui est exempt dé ces défauts. ^ 

5. Si on conçoit que par une ligne quelconque du plan 
horizontal on ait élevé un plan qui soit perpendiculaire 
à celui-ci , et que de chacun des points proposés dans 
l'espace on mène une perpendiculaire sur ce plan verti- 
cal , elle déterminera par son pied dans ce plan une 
déuxième projection du point donné qui se trouvera 
place à la même hauteur au-dessus du pian horizontal 
que le point donné. 

Ainsi, BAC représente le plan horizontal, DABleGg. 2. 
plan vertical mené par la ligne A B' ; du point IVî pris 
dans t'espace, on a abaissé sur le plan horizontal la per- 
pendiculaire et son pied M' est la projection ho- 
rizontale du point donne. 

Par le point M , on a mené M ^'perpendiculaire sur 
le plan 6 AB , et lé point M" est la projection vertical* 
de ce même point. 

A a 
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2. Les deux lignes MM', MM' 7 sont évidemment dans un 
même plan , puisqu'elles se coupent ; la ligne M' M qu'on 
mèneroit dans le plan horizontal perpendiculairement à 
la commune section AB de ce plan avec le plan verti- 
cal , seroit perpendiculaire à ce dernier ; elle seroit donc 
parallèle à MM'', et ces trois lignes seroient dans un 
même plan perpendiculaire à-la-fois au plan vertical et 
au plan horizontal , puisqu'il seroit perpendiculaire à 
leur commune section ( Géorru i$4t s°8).l\ est évident 
que MM" est égale à M M' , et que par conséquent la 
projection verticale M" est à la même hauteur au-dessu* 
du plan horizontal que le point M. 

En opérant semblablement pour le point P , on aura 
ses deux projections P' et P"; et Ton voit que les projec- 
tions verticales M", P", donneront les hauteurs des points 
proposés au-dessus du plan horizontal, tandis que les 
projections P', M', sur celui-ci donneront les distances 
des points proposés au plan vertical. 

Cette méthode de représenter les points situés dans 
l'espace , est connue dans les arts sous le nom de méthode 
des projections. 

L'architecte , pour représenter les parties d'un édifice , 
imagine d'abord un plan horizontal sur lequel il rap- 
porte le pied des diverses parties qui composent cet 
édifice. Le dessin qui résulte de cette opération s'appelle 
plan géométral, et il fait connoître la situation respec- 
tive des projections des points remarquables de l'édifice 
proposé , rapportes sur le plan horizontal par des lignes 
perpendiculaires sur ce plan , ou à-plomb. 

Pour achever de déterminer la situation des points 
remarquables de son édifice , l'architecte conçoit ensuite 
par une ligne donnée dans le plan géométral , un plan 
perpendiculaire an premier, et par conséquent vertical, 
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sur lequel il rapporte les objets à la hauteur où ils sont Gg- 2 * 
placés au-dessus du plan horizontal ; la figure qui en 
résulte s'appelle coupe ou profil , si elle passe dans Tinté- 
rieur du bâtiment , et élévation, si elle n'en fait voir que 
les parties extérieures. 

Le profil, ainsi que l'élévation, donnent les hauteurs de 
chacun des points qui s'y trouvent contenus, au-dessus 
du plan horizontal représenté par la ligne de terre ou 
par son intersection avec le plan vertical sur lequel cette 
figure est construite; elle n'est donc autre chose que 
l'ensemble des différens points remarquables rapportés 
ou projetés sur un plan vertical par des lignes qui sont 
perpendiculaires à ce plan. 

Quant aux dimensions inclinées sur le profil et sur le 
plan géométral , il est aisé de voir qu'elles ne sauroient 
y être représentées dans leur longueur naturelle , et c'est 
à les déterminer que s'applique la partie de la Géométrie 
que nous allons traiter. 

Nous imaginerons donc que les points de l'espace sont 
rapportés à deux plans perpendiculaires entr'eux , et 
qu'on peut se représenter par l'un des murs verticaux 
d'une chambre et par son plancher. 

4. Cela posé , si l'on conçoit une droite située d'une fig. £ 
manière quelconque dans l'espace , et que de chacun de 
ses points on abaisse des perpendiculaires sur Fun des 
deux plans choisis, l'horizontal BAC, par exemple, 
toutes ces perpendiculaires, telles que MM', étant paral- 
lèles , et passant par une même ligne , se trouveront dans 
un même plan qui sera perpendiculaire au plan horizon- 
tal ( Géom. 1Q1 , 507 ). 

L'intersection M' N' contiendra évidemment les pieds 
de toutes les perpendiculaires > et sera par conséquent la 

A3 
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3. projection .«or le plan horizontale de la droite proposée 

MN. 

On aura une image sensible de ce quj viènt d'être dit , 
si on se représente une verge inflexible placée dans une 
chambre et de chacun des points de laquelle pendent 
des fils a-plomb jusqu'à la rencontre du plancher. 

Concevons à présent que de cjiacun des points de la 
droite proposée on ait abaissé des perpendiculaires MM" 
sur le plan vertical BAD , elle$ détermineront un non- 
veau plan perpendiculaire à cejùi-ci; l'un et l'autre 
se rencontreront suivant MW, projection, de la droite 
proposée sur le plan vertical. 

5. Nous nommerons plans coordonnés ou plans depro- 
jection, ceux sur lesquels on projette. Les plans formés 
par l'ensemble des perpendiculaires abaissées de la droite 
sur chacun des plans coordonnés, seront désignés sous 
le nom de plans projetons. 

H suit de leur génération que tous (deux passent par 
la ligne proposée, et par conséquent qu'elle est leur 
commune section. 

6. De-là découle la manière dont une droite est dé- 
terminée lorsqu'on a ses projections sur les plans coor- 
donnés : il faut concevoir deux nouveaux plans élevés 
chacun perpendiculairement sur l'un de ceux-ci , et pas- 
sant par les projections de la droite proposée, leur ren- 
contre 'déterminera cette ligne. En général , de même 
qu'un point «st donné sur un plan lorsqu'on connok deux 
droites qui Je contiennent, de même aussi une ligne est 
déterminée dans l'espace lorsqu'on connoît deux plans 
dans chacun desquels elle se trouve. 

4. Ainsi M' IN' étant la projection snr le plan horizontal 
d'une ligne donnée dans l'espace, et MN" sa psojection 
sur le plan vertical, ai on conçoit les. plans G"M'N\ 
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FAfN" perpendiculaires, l'un au plan horizontal, et l'autre fîg. 4. 
au plan vertical, leur rencontre mutuelle M'N sera la 
droite proposée. 

7. Il reste maintenant à donner les moyens de déter- 
miner un plan. On sait que trois points en donnent la po- 
sition , ou , ce qui revient au même, que deux droites qui 

se coupent déterminent un plan ( Géom. 190) ; nous fîg. 5. 
dirons en conséquence qu'il est donné toutes les fois que 
nous connoîtrons ses communes sections avec chacun des 
plans coordonnés , puisqu'on aura deux droites par cha- 
cune desquelles il doit passer* Le plan E' G F" est donné 
par ses communes sections GE' et GV" avec les plans 
coordonnés B A C et D AB. 

Pour se peindre cette situation du plan proposé , on n'a 
qu'à se représenter une espèce de toit placé obliquement 
au plancher et an mur d'une chambre. 

Nous ramènerons toutes les autres manières de déter- 
miner un plan à la précédente, après que nous aurons 
établi nos conventions, soit pour les figures, soit pour 
le langage , afin de mettre les lecteurs à portée de se 
peindre exactement dans leurs positions naturelles les 
opérations que nous aurons à exécuter. 

8. Comme il est important de bien concevoir ces pre- 
mières notions, nous invitons nos lecteurs à construire 
eux-mêmes en relief, ayec des cartons, les premières 
ligures; et pour que cela leur soit plus facile, çous les 
avons fait graver en plein. 

Lorsqu'on trouvera deux figures au trait pour le même 
sujet l'une sera en perspective , et l'autre exprimera la 
construction réelle telle qu'elle doit être exécutée : dans 
la première, les lignes ou les parties de lignes marquées 
par des petits points ronds , seront celles qui sont recou- 

A4 
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vertes par des plans , et qu'on ne sauroit voir qu'en sup- 
posant ceux-ci transparens. 
5 - Pour aider encore à concevoir la position respective 
des parties de la figure , tous les points situés sur le plan 
horizontal sont désignés par des lettres marquées d'un 
accent ; celles qui en portent deux appartiennent aux 
points du plan vertical : les lettres italiques ou penchées 
sont sur la commune section de ces deux plans ; enfin 
les points de l'espace portent des lettres non accentuées. 

Nous exceptons de cette manière d'accentuer les 
quatre lettres A , B , C , D , qui étant constamment affec- 
tées aux lignes qui déterminent les plans coordonnés , ne 
sauroient causer d'embarras. 

Dans la figure de construction, les données et les ré- 
sultats sont toujours exprimés par des lignes tirées en 
plein , et celles qu'il faut mener pour la solution sont seu- 
lement ponctuées; les lettres y sont d'ailleurs les mêmes 
que dans la figure en perspective. 

Pour la construction , les deux plans coordonnés n'en 
font plus qu'un seul ; car on suppose toujours que le plan 
vertical ait tourné autour de sa commune section avec le. 
plan horizontal jusqu'à ce qu'il soit arrivé dans le pro- 
6. longement de ce dernier , ainsi qu'on le voit ,fig. '6. Dans 
ce mouvement toute ligne perpendiculaire à l'axe AB de 
rotation , telle que PP", décrit un plan perpendiculaire à 
cet axe (Géom. i g6) : il suit de - là qu'elle vient s'appli- 
quer dans la commune section de ce plan avec le plan 
horizontal , et par conséquent qu'elle tombe dans le pro- 
longement de P'P qui rencontre 1 axe AB à angles droits 
au point P. 

Cette circonstance mérite d'être remarquée ; car il en 
résulte que les deux projections d'un même point doivent 
se trouver sur une même ligne perpendiculaire à celle 



DES ÈLÉMENS DE GÉOMÉTRIE* 9 
qui sépare, dans la figure, le plan horizontal du plan Kg 
vertical. 

Nous désignerons pour la facilité du langage , lorsque 
les circonstances ne s'y opposeront pas , sous le nom de 
plan horizontal , celui auquel les points de l'espace sont 
primitivement rapportés , en sorte que tout plan perpen- 
diculaire à celui-ci , sera un plan vertical : les autres 
seront appelés en général plans inclinés. 

Nos deux plans coordonnés seront donc , l'un horizon- - 
tal et l'autre vertical : les projections sur le premier se- 
ront appelées projections horizontales, et en effet, elles 
se trouveront dans la situation désignée par le mot hori- 
zontal ; mais pour abréger , nous appellerons aussi pro- 
jections verticales celles qui seront situées dans le plan 
vertical , quoiqu'elles ne soient pas toujours dirigées ver- 
ticalement ; car l'expression verticale emporte avec elle 
l'idée d'une droite perpendiculaire au plan horizontal , 
et le plus souvent, la projection verticale d'une ligne 
quelconque sera inclinée par rapport à ce plan : mais 
alors, il faudra seulement entendre que la projection 
dont on parle est faite sur le plan vertical. 

Du Plan et de la Ligne droite. 

9. Un plan est donc donné, ainsi qu'on Fa vu pins 
haut , toutes les fois qu'on a ses deux communes sections ' 
avec chacun des plans coordonnée. 

Lorsque le plan proposé sera perpendiculaire an plan 
horizontal, il est clair que sa commune section avec 
le plan vertical sera perpendiculaire à la ligne AB 
( Géom. 208) ; par conséquent le plan désigné par les fig 
lignée WN, iVN' # est perpendiculaire au plan horizontal 
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?. ABC, puisque sa commune section N"iV avec le plan 
vertical est perpendiculaire sur A B. 

Le plan M" MM.' (*)est perpendiculaire sur le plan ver- 
tical , parce que sa pommune section avec le plan hori- 
zontal est perpendiculaire à AB. < 1 

I 

i il * I ** * 

10. Puisque les plans projetans sont perpendiculaires 
sur les plans coordonnés auxquels ils sont relatifs , il suit 
de-là qu'un plan perpendiculaire à l'un des plans coor- 
donnés peut être regardé comme le plan projetant de 
toutes les droites qui s'y trouvent placées ; ainsi toute la 
ligne située dans le plan M'illM", aura pour projection 
»ur le plan vertical la ligne MM" i par la même raison , 
le pjan N"iVIS' perpendiculaire sur le plan horizontal, 
serojt le plan projetant de toutes les lignes qu'il contien- 
drait , et qui auroient JVN' pour projection sur le plan 
horizontal. < • , 

• 

lîsuit de-lé qu'une même ligne prise sur un des plana 
coordonnés, peut être la projection d'une infinité de 
lignes droites**, mais quand on embrasse les deux pro- 
jections à-Ia-fois , elles ne sauroient convenir qu'à une 
seule droite : en effet , la ligne dont les projections sont 
M"Af et MM', ne peut résulter que de la commune sec- 
tion des deux plans prpjetaus M"ÀfM' et U'WW. 

1 1. Les points P" et P' sont ceux où la ligne propo- 
sée rencontre le -plan vertical et le plan horizontal. Car 
le point P'V^ar exemple , étant sur la commune section 
MM" de l'un des plans projetans avec le plan vertical , 
et se trouvant aussi dans la commune section iVN" de 

. - 

(*) La lettre M étant commune anx deux intersections du pian 
proposé avec les plans coordonnés , il est inutile de la répéter , et ce 
plan sera désigné par M' M M", et ainsi des autres. 
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l'autre plan projetant avec le même plan vertical , il est fig. 7- 
à -la-fois dans la ligne proposée qui est la commune sec- 
tion des deux plans- projetans, et dans le plan vertical. 
On raisonneroit de même pour le point P' par rapport 
au plan horizontal. 

De-Jà suit la manière de trouver le point où une ligne 
droite rencontre l'un des plans coordonnés , quand on 
connoîtses projections. En effet, par le point M où la 
projection verticale M M" rencontre le plan horizontal , 
menons la ligne MM' perpendiculaire à ^B, elle ira 
couper la projection horizontale NW en un point P', 
qui sera le point où la ligne proposée rencontre le plan 
horizontal : on opéreroit de même pour le plan ver- 
tical. 

Quoique les diverses parties de cette opération s'exé- 
cutent sur plusieurs plans , elles peuvent s'effectuer sur 
un seul de ia manière suivante : 

On concevra que le plan D AB ait tourné autour de 
AB , jusqu'à ce qu'il soit arrivé dans le prolongement du 
plan BAC ; aucune des lignes qu'il contient n'éprouvera 
de changement dans cette rotation , et l'on pourra exé- 
cuter les opérations qui y sont indiquées , comme s'il 
étoit relevé. U est facile de s'en convaincre en appli- 
quant à la seconde figure les raisonnemens qui ont été 
faits sur Ja première* 

1 2. Remarque. Il pourroit arriver que les projections fig. S. 
jlfM" et iVN' fussent disposées comme on le voit ici, 
alors la perpendiculaire iVN", élevée sur la ligne AB , 
ne sauroit rencontrer la projection sur le plan vertical 
dans la partie B A D : cela veut dire que la ligne propo- 
sée P'P" passe au-dessous du plan horizontal , et va 
rencontrer je plan vertical dans un point P" inférieur à 
la commune section AH, - . 



t 



12 COMPLÉMENT 

fig. 8. En général , dans toutes les constructions il faut re- 
garder les plans comme indéfinis ; et si on conçoit que 
DÂB tourne autour de A B , la partie supérieure de ce 
plan s'appliquera sur A B E dans le plan horizontal , et 
la partie inférieure viendra se coucher sur l'espace BAC 
il . faudra donc considérer la partie antérieure du plan 
horizontal , et la partie inférieure du plan vertical comme 
appliquées l'une sur l'autre , et il en sera de même de la 
partie postérieure du plan horizontal , et de la partie su- 
périeure du plan vertical. C'est alors qu'il est utile de 
distinguer par un caractère particulier , ainsi que nous 
l'avons fait, les points qui appartiennent au plan verti- 
cal , de ceux qui se trouvent sur le plan horizontal ; avec 
ce soin on ne craint point de se méprendre. On voit 
dans l'exemple que nous avons mis sous les jeux , que 
le point P", quoique dans l'espace B A C ( a e figure ) , 
doit être considéré comme appartenant au plan vertical. 

Si la ligne au lien d'être donnée par ses deux .plans 
projetans, l'étoit par deux plans quelconques, on en 
trouveroit les projections de la manière suivante , qui 

■ 

fera toujours connoitre l'intersection de deux plans. 

J 5. Problême. Déux plans étant donnés , trouver les 
projections de la ligne qui est leur intersection. 

On remarquera que lorsque les communes section» 
des plans proposés , avec un même plan coordonné se 
rencontrent , le point où cela a lieu est commun aux 
deux plans proposés , et appartient par conséquent à la 
droite qu'on cherche. 
£5.9. Soient donc M' M M" et N'NN" les deux plans pro- 
posés ; il est clair que le point P' est celui on ces deux 
plans rencontrent à-la-fois le plan horizontal ABC; 
c'est donc un des points de la droite cherchée. Le point 
Q" appartient évidemment à la commune section des 
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deux plans proposés avec le plan vertical , et par con- &S* 9* 
séquent ce sera encore un de ceux de la ligne cherchée : 
la question est donc réduite à mener une ligne par deux 
points. Mais il est évident que chacune des projections 
de cette droite doit passer parles projections des points 
donnés dans le plan où elle se trouve : le point P' situé 
dans le plan horizontal , n'a d'autre projection que lui- 
même ;la projection sur le plan horizontaldu point Q" qui 
est dans le plan vertical, se trouvera au point Q déterminé 
par îa perpendiculaire Q abaissée sur A B ; rdenant 
donc par les points P' et Q une droite , ce sera la pro- 
jection horizontale de la ligne cherchée. 

Si nous rapportons maintenant le point P' sur le plan 
vertical par la ligne P'P perpendiculaire à ce plan, nous 
aurons les deux points P et Q" par lesquels doit passer 
la projection verticale de la droite cherchée. 

l4> Remarque. Si les intersections JVN'. et MM' des 
plans proposés avec un des plans coordonnés , l'horizon- 
tal , par exemple , étoient parallèles entr elles , alorS les 
deux plans se couperoient dans une ligne parallèle au 
plan horizontal , et dont on connoîtroit un point , savoir 
le point P": il est évident que cette ligne seroit de plus 
parallèle à lune et à l'autre des communes sections iVN', 
MM' des plans proposés avec le plan horizontal ; car 
si le contraire avoit lieu , les deux premiers se rencon- 
treraient dans un même point du troisième, et par con- 
séquent leurs communes sections avec celui-ci ne seroienf 
pas parallèles. 

La question est alors ramenée à trouver les projections 
d'une ligne droite qui passe par un point donné , et qui 
est parallèle à une autre ligne connue , et nous la résou- 
drons bientôt. 
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' %. 11. Enfin, il peut arriver que J es communes sections des 
plans proposés ne se rencontrent ni sur l'un des plans 
coordonnés , ni sur l'autre , et ce cas aura lieu toutes les 
fois que les plans proposés auront leur intersection P P 
parallèle à la ligne AB. Dans ce cas , pour prouver l'in- 
tersection des plans proposés , il faudra les rapporter à un 
troisième, que pour plus de facilité on supposera perpen- 
diculaire aux deux premiers plans coordonnés. Nous ne 
nous arrêterons pas à traiter ce cas en particulier , parce 
qu'étant unique , on peut l'éviter dans les premières opé- 
rations , et il Sera facile d'y avoir égard lorsqu'on sera 
familiarisé avec les constructions qui vont suivre. 

l5. Enfin , il est aisé de voir que les plans proposés 
seront parallèles entr'eux lorsque leurs communes sec- 
tions avec chacun des plans coordonnés seront parallèle* 
entr'elles , sans l'être néanmoins à la commune section 
de ces plans ( Géom. 21 5). 

10. Problème. Trouver les projections de la ligne qui 
passe par deux.points donnés. 

Nous avons dans le problème précédent fait passer une 
ligne par deux points, Tun situé dans le plan horizon- 
tal , et l'autre dans le plan vertical ; mais si les deux 
/ points proposés étoient situés d'une manière quelconque 
dans l'espace , la construction ne seroit pas différente, 
fig. 12. Pour avoir les projections de la droite qui passe par 
ces deux points , il sufliroit de mener dans le plan ver- 
tical une ligne par les deux projections verticales de ces 
points , ce seroit la projection verticale de la ligne de- 
mandée : une opération semblable sur le plan horizon- 
tal donnera la projection horizontale. 

M', W sont les projections horizontales des points 
M, N, pris sur la droite proposée , et M", N^sontleurt 
projections verticales. Si on conçoit que h plan proje- 
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tant MN M'N', qui renferme la ligne proposée, tourne fig. i*- 
autour de sa commune section M' N' avec le plan hori- 
zontal, et vienne se coucher sur ce dernier, les lignes 
M'M, N'N, M N ne changeront point de grandeur, et' 
conserveront la même situation par rapport à M' N'. Il 
suit de-là que l'on peut trouver, la distance réelle des 
deux points proposés , en élevant sur la projection hori- 
zontale M'N' les perpendiculaires M'M, N' N égales à 
AfM"etàJVN". 

On voit ici 1 of igine d'une méthode qui est toujours 
employée pour trouver les dimensions réelles des parties 
do l'étendue , et qui consiste à rapporter ces parties sur 
le plan où elles se trouvent éatutellement , ou sur un 
autre parallèle à celui-là. 

17. Corollaire. Ce qui précède, nous fournira une 
manière de désigner une droite dans l'espace qui peut 
être fort utile dans beaucoup de circonstances : c'est de 
concevoir le plan vertical passant par lu droite , et de le 
faire tourner autour de la projection de cette droite sur 
le plan horizontal , pour le coucher sur célui-ci ; car on 
voit que tous les points de la ligne M N sont situés relati- 
vement à ceux de sa projection horizontale M'N*, comme 
ils le sont dans l'espace. 

Si l'on vouloit avoir l'angle que cette droite forme 
avec sa projection horizontale , il suffiroit de prolonger 
M' N' et MN jusqu'à leur rencontre mutuelle , ou de me- 
ner par urf point quelconque de M'N' en* parallèle à 
M N . \ v • »<>■». 

18. Corollaire. Nous tirerons encore de>là la manière 

de trouver la position d'un point de l'espace situé dans . v i 
une ligne droite donnée , lorsqu'on connoît la projection v 
de ce pointeur l'an des plans coordonnés, le plan hori- 
zontal, par exemple^ et les projections de la droite. Soi* 
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fîg. ia. N' la projection Horizontale du point demandé -, on abais- 
sera JV'N perpendiculairement sur AB, et élevant 2VN" aussi 
à angle droit sur cette ligne , le point N" sera la projec- 
tion verticale du point cherché f et NN" en sera la hau- 
teur au-dessus du plan BAC. Dans la construction 
réelle, il suffira de prolonger N'JV jusqu'à la rencontre 
de la projection verticale M"N" de la droite proposée. 

1Q* Remarque. Lorsque sur le même plan coordonné, 
les projections de deux lignes se coupent , il n en faut 
pas conclure que les lignes elles-mêmes se coupent aussi ; 
car il n'en est pas de l'espace comme d'un plan : dans ce 
dernier cas deux lignes qui ne sont pas parallèles se ren- 
contrent toujours ; mais dans l'espace deux lignes peu- 
vent se croiser dans leurs directions sans se couper , pas- 
sant , par exemple , l'une au-dessous de l'autre , ou l'une . 
à côté de l'autre. 

Pour déterminer s'il y a intersection ou non , il faut 
voir si le point de rencontre des projections horizontales, 
Gg. i3 et celui des projections verticales de chacune des droi- 
et 14* tes, peuvent appartenir à un même point de l'espace, 
c'est-à-dire, si ces deux points sont dans une même ligne 
perpendiculaire à A B (8) ; c'est ce qui n'a pas lieu pour 
les points P" et Q' de la Jîg. i3 ; mais pour P' etP" de 
la /îg. i4- Il suit donc de-là que les deux lignes repré- 
sentées dans le second exemple se trouvent sur un même 
plan , et qu'il n'en est pas de même du premier. 

20. Théorème, Lorsque deux lignes sont parallèles 
dans l'espace , leurs projections sur un même plan sont 
parallèles entr'elles. 
Êg. i5. En effet , les deux lignes NM' et QP', étant parallèles 
par hypothèse, et les deux droites NN'et QQ', l'étant 
ausssi comme perpendiculaires au plan coordonné AB , 
les plans projetant et P' QQ' seront nécessaire- 

ment 



DES ÉLÉMENS DE GÉOMÉTRIE. 17 

ment parallèles entr'eux ( Géom. 2 1 S ) et couperont par fig. i5. 
conséquent le plan AB , suivant deux droites M'N' et P'Q' 
parallèles entr'elles. 11 est visible que ces droites seront 
les projections des droites proposées M' N et P'Q. 

Réciproquement , lofsque les projections de deux 
droites sont parallèles dans chacun des deux plans coor- 
donnés, ces deux drqites sont parallèles dans l'espace; 
les deux plans projetans de chacune de ces droites sur un 
niêmé plan coordonné étant nécessairement parallèles 
entr'eux , il en résulte que les deux plans projetans rela- 
tifs à l'autre plan coordonné , qui seront aussi parallèles 
entr'eux par la même raison , concourront à former par 
leur rencontre avec les premiers , les faces d'un parallé- 
lépipède. 

ai. Remarque. Il est à propos de remarquer que le 
parallélisme de- deux droites proposées ne sauroit avoir 
lieu , à moins que leurs projections ne soient parallèles 
dans chaque plan coordonné • car elles pourroient l'être 
sur l'un d'eux seulement, et cela ne prouveroit autre 
chose sinon que chacune des droites est réciproquement 
parallèle au plan projetant de l'autre. En effet , lorsque 
deux droites ne sont pas dans un même plan , on ne 
peut mener par l'une d'elles qu'un seul plan parallèle à 
l'autre -, et pour le déterminer, il n'y a. qu'à imaginer 
par un point quelconque de la première une ligne pa- 
rallèle à la seconde , le plan qui passera par cette nou- 
velle ligne et la première, sera celui qu'on cherche 
( Géom. 2 16). 

11 suit de ce qui précède , que pour que deux lignes 
dans l'espace soient parallèles entr'elles , il faut que cha- 
cune d'elles soit parallèle à deux plans qui ne le soient 
pas entr'eux , et alors l'une de ces lignes est parallèle à 
tous les plans qu'on peut mener par l'antre. 
Compl. de la Géom. B 



i8 COMPLÉMENT 

• 52. Problême. Mener par un point donné une ligne 
parallèle à une ligne donnée. 

Il faut mener par les projections du point proposé 
dans chaque plan coordonné une ligne parallèle à la 
projection de la droite donnée sur ce plan, on aura 
ainsi les projections de la droite demandée sur chaque 
plan coordonné. 
16. p' et P'' sont les projections du point donné ; N' M', 
N" M" sont celles de la droite donnée : ainsi L'H', L" H* 
seront celles de la droite cherchée. 

23. Problème. Trouver les projections d'un point 
lorsqu'on connoît trois plans , sur chacun desquels il est 
situé. 

Nous avons vu qu'un point étoit donné , lorsqu'on 
avoit sa projection sur le plan horizontal et sur le plan 
vertical -, mais un point est' aussi donné lorsqu'on a trois 
plans qui le contiennent. .Alors , pour en trouver les pro- 
jections, on cherche d'abord celles de la commune sec- 
tion de deux quelconques des plans proposés ; cette ligne 
étant coupée par le troisième plan, donnera dans son 
intersection le point demandé. 

On parviendra au même résultat, en cherchant l'in- 
tersection de 1 un des deux premiers plans avec le troi- 
sième -, on aura par-là une seconde droite qui sera dans 
• le même plan que la première : il sera facile de trouver 
le point de rencontre de ces deux lignes par ce qui a 
été dit plus haut. 

Nous n'entrerons pas dans le détail de ces diverses 
opérations , qui n'auront point de difficulté , si on les 
exécute successivement comme il a été dit pour chacune 
d'elles. On peut rendre le travail plus facile , en traçant 
au crayon toutes les lignes de construction , et ne met- 
tant à l'encre que les résultats : lorsque chaque opération 
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partielle est finie , on efface les lignes qui s'y rapportent , 
et la figure alors n'est pas compliquée. 

24. Remarque, La manière la plus simple de faire 
connoître un point en employant trois plans, est de les 
supposer perpendiculaires entr'eux , et cela revient à 
donner les distances du point proposé à trois autres plans 
parallèles à ceux-ci. 

En effet, si on conçoit trois plans BAC, BAD et fi 
D AC, perpendiculaires entr'eux, et qu'on sache qu'un 
point M de l'espace est placé à une distance M M' du 
premier , M M" du second, et M M*" du troisième , il suit 
de la propriété qu'ont deux plans parallèles d'être éga- 
lement éloignés l'un de l'autre dans tous leurs points , 
que si aux distances données on mène des plans M"'MM", 
M "MM', M"MM', respectivement parallèlesà chacun des 
plans BAC, BADetDAC, le point proposé se trou- 
vera dans leur rencontre mutuelle. 

Les plans M'"MM", M' "M M', M" M M', forment, 
avec les plans coordonnés BAC, BAD, PAC, un 
parallélépipède rectangle. Si l'on mène la diagonale AM' 
dans la face horizontale , on aura , comme on sait , 

. ' ÂM 7 ^ MM' 2 + "àJ8V 

mais à cause des parallèles, MM' est égale à M M", et 
A M l'est à M'" M ; par conséquent 

La diagonale intérieure A M menée du point de ren- 
contre des trois plans coordonnés au point proposé , est 
évidemment Ihypothénuse d'un triangle rectangle AM'M, 
et par conséquent 

AM= AM''+ MM''; 

B a 
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7. mettant au lieu de A M' sa valeur trouvée plus haut, il 
en résultera 

AM = MM 7 * MÏF+ Si * 
Ce qui fait voir que le quarté de la distance d'un point 
quelconque de l espace à celui où les trois plans coordon- 
nés se rencontrent f est égal à la somme des quartés des 
distances du point proposé à chacun de- ces plans. 

Trois plans qui se coupent forment huit angles trié- 
dres, dans chacun desquels on peut trouver un point sem- 
blablement placé -, mais en désignant de quel côté de ces 
plans tombent les distances données , on particularise 
l'angle trièdre qu'on considère. 

Lorsqu'un point est donné par une ligne et un plan , 
cela revient au même que s'ilé»it donné par trois plans -, 
car il faut employer au lieu de la ligne donnée ses deux 
plans projetans. 

* nb. Problème. Trouver l'intersection d'un plan et d'une 
ligne droite. 

On cherchera l'intersection de l'un des plans proje- 
tans de la droite donnée avec le plan proposé; la ligne 
qui en résultera se trouvant à-la-fois sur l'un et sur l'autre 
de ces plans , rencontrera la ligne donnée dans le point 
où celle ci coupe le plan proposé. 

8, Toutes ces opérations peuvent s'exécuter successive- 
' ment par ce qui a été dit, n°. i3 : N"OM' représente le 

plan donné/, QQ" et ATM' sont les projections de la 
droite dont on cherche la rencontre avec ce plan : par 
conséquent N" NW est l'un de ses plans projetans , ce- 
lui qui est perpendiculaire au plan horizontal ; M' et N" 
sont deux points de la commune section de ce plan avec 
le plan donné; N'Mest donc la projection de l'intersec- 
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tion de ces plans sur le plan vertical , et P" la projection Kg. 
sur le même plan du point de* rencontre de la ligne 
qu'on vient de déterminer et de la ligne proposée , ou , 
ce qui revient au même , de l'intersection du plan donné 
avec cette dernière. 

Si on mène P"P' perpendiculairement à AB, elle dé- 
terminera sur NM' le point P' ; projection horizontale 
du point demandé. 

26. Problème. Connoissant les communes sections d'un 
plan G' G N" avec chacun des plans coordonnés , cons- fig« 
truire ce plan , c'est-à-dire, trouver pour chaque point 
du plan horizontal la hauteur de celui qui lui corres- 
pond dans le plan incliné. 

Nous concevrons Te plan proposé coupé par des plans 
verticaux parallèles à sa commune section avec le plan 
horizontal ; il ne s'agira que de faire passer un plan ver- 
tical par la projection du point dont on voudra connoître 
la hauteur , et de construire sa commune section. avec le 
plan proposé. Soit M' la projection du point cherché ; 
il est évident que M'JV, menée parallèlement à G' G , 
représentera la commune section du plan vertical pa- 
rallèle à cette droite avec le plan horizontal, et élevant 
N N" perpendiculairement à AB, on aura (i3 et i4) 
le point N" où la ligne M N", intersection du premier et 
du plan proposé , rencontre le plan coordonné D A B% 
Mais comme cette ligne est parallèle au plan ABC, la 
hauteur de tous ses points au-dessus de ce plan sera 
constante et déterminée par JVN". 

Si on mène N"M" parallèle à A B et M' M" perpendi- 
culaire à cette ligne , le point M" sera la projection du 
point cherché sur le plan vertical. 

27. Pour avoir l'angle que le plan incliné G'GN" 

fe3 
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fi£. 19. fait avec l'horizontal BAC, on imaginera du point M* 
dans le plan horizontal , et du point M qui lui corres- 
pond dans le plan incliné , des perpendiculaires abais- 
sées sur leur commune section G G' ; elles formeront le 
triangle rectangle M' G' M, dans lequel on connoîtra 
G' M' et M'M, et que l'on pourra par conséquent cons- 
truire : l'angle M' G' M sera 1 angle cherché. 

28. Remarques. Connoissant l'angle M' G' M et la 
commune section G' G du plan proposé avec le plan 
BAC, on pourroit construire le premier de cette ma- 
nière : par le point M' pris à volonté sur le plan horizon- 
tal , on mèneroit N M' parallèle à G G', et abaissant la 
perpendiculaire M'G' sur G G', on feroit l'angle MG'M' 
égal à l'angle donné ; par cette opération , la hauteur 
MM' du point M au-dessus du plan horizontal seroit 
déterminée. 

4 29. Cette manière de donner le plan n'est pas diffé- 
rente de la précédente ; car alors le plan horizontal reste 
le même, et le plan vertical se trouve perpendiculaire à 
la commune section du plan horizontal avec le plan in- 
cliné : on prend donc au lieu du plan de projection 
B A D , le plan M G' M'. 

M G' est la distance du point M à la commune section 
du plan N"G G' avec le plan horizontal ; eAomme elle 
est prise perpendiculairement à G G' , il s'ensuit qu'en 
faisant tourner le plan proposé autour de cette dernière 
pour le rabattre sur le pla* horizontal , la droite G' M 
viendra se coucher sur G' M' ( 8 ) : le point M tom- 
bera alors en m. En opérant de mêmé sur plusieurs 
points , on trouverait leurs positions respectives dans le 
plan G' G N", qui les contient tous. # 

3o. Si connoissant l'angle M G' M' et la commune sec- 
tion G' G, on vouloit trouver l'intersection du plan in- 
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cliné avec le plan vertical, on y parviendront en menant fig. 19. 
par un point quelconque M' de la ligne M' G' perpendi- 
culaire à la commune section , une parallèle à cette com- 
mune section , et par le point N où elle rencontreroitle 
plan vertical , on élèveroit NN" égale à M' M et perpen- 
diculaire sur A B ; par le point N" ainsi trouvé et le point 
G, on mèneroit C/N" qui seroit la commune section 
cherchée (*). 

3 1 . Problème. Mener par un point donné un plan pa- 
rallèle à un plan donné. 

D'après ce qui a été dit , n°. i5 , les communes sec- 
tions du plan cherché avec les plans coordonnés doi- fig. qq. 
vent être parallèles à celles de ces mêmes plans avec le 
plan donné -, il ne s'agit donc que d'en trouver un point 
pour pouvoir les mener. Or, si l'on conçoit par le point 
proposé une droite parallèle à la commune section du 
plan cherché avec le plan horizontal, elle sera toute 
entière dans le plan cherché * et elle rencontrera le plan 
vertical dans un point qui sera placé sut la commune sec- 
tion de l'un et de l'autre de ces plans. 

Pour faire l'application de ce qui précède , soit M'ilfM" 
le plan donné , P' et ?" les projections du point donné ; 
on mènera P'E parallèle à MM'; élevant ensuite £E" 
parallèle et égal à P P", le point E" sera le point de ren- 
contre du plan vertical , et de la ligne menée par le point 
donné parallèlement à M' M: il appartiendra donc à la 



(*) Il est aisé d'employer cette construction à la recherche de l'in- 
tersection de deux plans qui se coupent dans une ligne parallèle à 
A B ( voyei no. 14 ) ; car elle offre le moyen de transporter les don- 
nées sur un plan vertical autre que celui qu'on avoit choisi d'abord 
pour l'un des plans coordonnés. 
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fig. so. commune section du plan cherché avec le plan* vertical 
DAB ; et N"iV passant par le point E" et parallèle à 
M"M , sera cette commune section (»6). 

Par le point N , on mènera JV N' parallèle à MM'; 
ce sera la commune section du plan cherché avec le 
plan horizontal. 

. 32. Théorème. Une ligne et un plan sont réciproque- 
ment perpendiculaires l'un sur l'antre , lorsque les pro- 
jections de cette ligne sur le plan horizontal et sur le 
plan vertical sont respectivement perpendiculaires aux 
intersections du plan incliné avec ces mêmes plans. 

En effet, la ligne proposée et sa projection sont dans 
un même plan qui est perpendiculaire à-la-fois à celui 
sur lequel on projette et au plan proposé -, donc récipro- 
quement le plan proposé et le plan sur lequel on projette 
sont perpendiculaires au premier ; leur commune section 
lui sera donc perpendiculaire , ainsi qu a toutes les lignes 
qui passent par son pied , et la projection est une de ces 
lignes. 

fig. ai. Ainsi la ligne L'H étant perpendiculaire au plan in- 
cliné M' MM", tout plan passant par cette droite sera 
perpendiculaire à celui-ci ; le plan projetant I/HM' rem- 
plira donc cette condition j mais par sa définition , il est 
perpendiculaire au plan horizontal BAC ; donc céder» 
nier et le plan incliné lui seront tous les deux perpendi- 
culaires. Leur commune section MM' jouira aussi de 
cette propriété , et elle tombera à angles droits sur toutes 
les lignes menées par son pied dans le plan dont on vient 
de parler ; elle sera donc perpendiculaire à L' M', pro- 
jection horizontale de la droite L'H. On raisonneroit de 
même pour la projection verticale. 

35. Problême. Mener par un point donné une ligne 
perpendiculaire à un plan donné. 

« 

\ 
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Il faut mener de chacune fies projections de ce point fig. a*» 
des perpendiculaires sur les communes sections du plan 
proposa avec les plans coordonnés, et ces perpendicu- 
laires seront les projections de la ligne cherchée. 

L' et L" étant les projections du point donné ,. L" E" 
et L' E' perpendiculaires l une à M" M, l'autre à M'M, 
seront les projections de la ligne cherchée , qui pSsse par 
le point donné , et est perpendiculaire au plan M' M M". 

34. Problé me. Mener par un point donné un plan per- 
pendiculaire à une droite donnée. 

Il est évident que les communes sections du plan cher- 
ché avec chacun des plans coordonnés doivent être per- 
pendiculaires sur les projections de la droite donnée. Si 
on conçoit par conséquent un plan dont les communes 
sections satisfassent à cette condition , il ne s'agira plus 
que d'en mener un qui lui soit parallèle , et qui passe par 
le point donné. 

Pour effectuer cette construction , on mènera perpen-fjg. 33, 
diculairement à FM' et par P', projections de la ligne et 
4p point donnés, la droite P' Qqui sera parallèle à la 
commune section du plan cherché avec le plan horizon- 
tal. Si on la regarde comme la projection sur le plan 
horizontal d'une ligne qui lui soit parallèle , et qui passe 
par le point donné, on construira, comme on l'a fait 
( 3i ) , la rencontre de cette dernière avec le plan 
vertical, qui aura lieu en Q", et menant par ce point 
Q"Af perpendiculaire à £M", ce sera la commune sec- 
tion du plan cherché avec le plan vertical : la ligne 
M M' perpendiculaire à FM', sera sa commune section 
avec le plan horizontal. 

Nous ne nous arrêterons pas à déterminer le point où 
la perpendiculaire rencontre le plan donné ; car cela re- 
vient à trouver l'intewection d'une ligne et d'un plan , 
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problême résolu, n°. a5 t connoissant ce point, ainsi 
que celui par lequel a été menée la perpendiculaire , on 

en trouvera la longueur par ce qui a été dit, n°. 16. 

• 

35. Remarque. Les deux problêmes précédens peu- 
vent être posés et résolus dune manière plus simple, 
qu'il est bon de connoître. 

Dans le premier , où il s'agit de mener par un point 
proposé une droite perpendiculaire à un plan , ce plan 
peut être donné par son inclinaison sur le plan horizontal 
et par la ligne suivant laquelle il le rencontre. 

4- Ainsi L étant la projection sur le plan horizontal du 
point par lequel on veut mener une ligne perpendicu- 
laire au plan M' M M", il faudra tirer de ce point une 
perpendiculaire LMà la droite M' M ; ce sera la projec- 
tion horizontale de la ligne cherchée qui doit se trouver 
elle-même dans le plan vertical élevé sur cette projec- 
tion. En le prenant pour un des plans coordonnés M on y 
construira le point L" placé à une hauteur LL" au-des- 
sus de sa projection égale à celle qu'on connoît; et me- 
nant L "O" perpendiculaire à M"M , ce sera la )jgne de- 
mandée , et en même temps la plus courte distance du 
point donné L" au plan M' MM". 

Supposons qu'une ligne soit donnée par sa projection 
horizontale LM, et par sa situation respectivement à 
cette projection dans le pîan vertical DAB, et qu'on 
veuille lui mener un plan perpendiculaire par un point 
donné : P' étant la projection de ce point sur le plan ho- 
rizontal , on construira sa projection verticale P", et me- 
nant P"0" perpendiculaire sur EL", on aura la commune 
section du plan demandé avec le plan vertical ; on élèvera 
ensuite MM' perpendiculaire à E M; ce sera la com- 
mune section de ce même plan avec le plan horizontal. 
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36. Problème. Faire passer un plan par trois points 
donnés* . ' . 

Il faut joindre les trois points par deux lignes droites, 
chercher les rencontres de chacune d'elles avec l'un des 
plans coordonnés, l'horizontal par exemple; les deux 
peints qu'on trouvera de cette manière détermineront la 
commune section du plan proposé avec le plan horizon- 
tal. Il ne restera plus qu'une condition à remplir , c'est 
d'assujettir ce plan à passer par l'un quelconque des 
points donnés , ainsi qu'on Va fait n°. 3i. 

♦M'i N', P'sont, sur le plan horizontal, les projec-fig. a5. 
tions des trois 7 points donnés ; M" , N" , P" leurs pro- 
jections sur le plan vertical ; ainsi les lignes qui joignent 
ces trois points dans l'espace , et qui déterminent le plan 

cherché, ont pour projections horizontales p,j , 

{M"N" ) 

et F' sont les rencontres des deux droites données avec 
le plan horizontal, trouvées par le procédé du n°. u : 
par conséquent E' H est la commune section du plan 
cherché avec le plan horizontal. 

Pour trouver la commune section sur le plan vertical , 
on a mené ,* conformément au n°. 3i , M' G parallèle à 
E'H; GG" perpendiculaire à AB et égale à MM"; les 
points G" et H déterminent la commune section sur le 
plan vertical. 

57. On peut construire le même problême en jmagi- 
Dant que par l'un des points donnés , et chacun des deux 
autres on ait mené deux plans verticaux , et qu'on les 
ait ensuite rabattus sur le plan horizontal en les faisant 
tourner autour des lignes qui joignent les projections 
horizontales des points par lesquels ils passent (17), 
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fîg. 26. On prolongera les lignes M K et M P jusqu'à ci 
qu'elles rencontrent leurs projections fur le plan hori- 
zontal , ce qui donnera les points £' et F' 4* la commune 
section du plan cherché avec celui-ci. 

On voit par ce qui a été dit, n°. 27, qu'en menant 
G' M' perpendiculaire sur F' E', et construisant le trian- 
gle rectangle G'M'M", dans lequel M"M' est égal à M'M , 
l'angle M" G 7 M' mesurera l'inclinaison du plan cherché 
sur le plan horizontal. 

38. Corollaire. Il n'est pas moins clair que F' M et 
E' M sont les distances du point M de l'espace à chacun 
des points F 7 et E' , où ces droites rencontrent le plan 
horizontal ; on connoît donc les trois côtés du triangle 
formé par le point M et ces derniers , et on le construira 
en le supposant rabattu sur le plan horizontal , après 
avoir tourné autour de F E' : il est représenté dans la 
figure en F'mE'. 

On aura donc aussi l'angle F'mE', formé par les 
deux lignes E' M et F' M, lorsqu'elles se trouvent dans 
leur situation réelle. 

Il est à propos de remarquer qu'en pliant le plan de 
la figure suivant les lignes E'M' , F' M' et E' F', les 
triangles E'M' M , F' M' M et F' m E' se réuniront tous 
par un de leurs angles au point M *, ils formeront alors 
un tétraèdre dont cette figure offre le développement. 

5g. Problème. Deux plans étant donnés, trouver 
l'angle qu'ils font entreux. 
fig. 37. On .sait que l'angle de deux plans se mesure par ce- 
lui de deux perpendiculaires menées dans chacun de 
ces plans à un même point de leur commune section. 

Il ne s'agit donc que de construire ces lignes ; or elles 
déterminent un plan perpendiculaire à l'intersection 
des plans proposés : il suit de-là qu'après avoir trouvé 
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les projections de cette intersection , comme on l'a vu Cg 
n°. i3 f il faudra par un point pris arbitrairement sur 
cette ligne, lui mener un plan perpendiculaire dont on 
construira les communes sections avec chacun des plans 
proposés. Ces deux dernières droites se coupant au 
point par lequel on a mené le plan perpendiculaire , il * 
sera facile d'en trouver l'angle par ce qui a été dit au 
n°. précédent, et cet angle mesurera l'inclinaison des 
plans donnés. 

Tel est le procédé général qu on peut suivre pour ré- 
soudre la question proposée ; il ne dépend que des pro- 
blêmes déjà résolus : cependant on peut diminuer le 
nombre des lignes qui entrent dans la construction, en 
choisissant le point par lequel on mènera le plan per- 
pendiculaire. • î 
Voici le détail d'une construction qui m'a été commu- 
niquée par Monge , et qui est une des plus simples qu'on 
puisse trouver pour ce cas. 

Supposons que les deux plans donnés soient H' £F", 
H' G F", et que la projection de leur commune section 
sur le plan horizontal soit la ligne H' F; je construis 
dans le plan vertical passant par cetté droite l'intersec- 
tion des deux plans donnés, en élevant FF perpendi- 
culairement sur F H' et égale à FF"; ensuite par un 
point M' pris à volonté sur H' F, j'élève un plan per- 
pendiculaire à la ligne F H' (35) : je trouve ainsi la 
droite P M' qui est la commune section de ce plan et du 
plan vertical FFH'. Mais si on fait tourner le premier 
autour de sa commune section 1/ N' avec le plan hori- 
zontal, la ligne . P M' étant perpendiculaire sur M'N', 
viendra tomber nécessairement sur H' M' ( 8 ) , et le 
point P se trouvera en P' ; le triangle formé par les trois 
points V y P , N', ne changera dans aucune de ses di- 
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fig. 27. mensions par ce mouvement : il sera donc exactement 
représenté par L' P' JN' , et l'angle en P' sera celui des 
deux plans donnés. 

40. Problême. Un plan étant donné, ainsi qu'une 
ligne droite située dans ce plan , mener par cette droite 

* un second plan qui fasse avec le premier un angle 
donné. 

On construira un plan perpendiculaire à la ligne don- 
née , et passant par un point pris à volonté sur cette 
ligne *, on en cherchera la rencontre avec le plan donné , 
et il faudra mener dans le plan perpendiculaire une droite 
qui fasse avec celle-là l'angle donné. 

Il est facile de retourner la solution du problème pré- 
cédent , pour l'appliquer à celui qui nous occupe main- 
tenant. 

En effet, les données sont alors , i°. le plan H'£F"; 
• - 2°. le plan vertical F H' F qui se trouve rabattu sur le 
plan horizontal. On construira L'iY et le point P' comme 
dans le problême précédent, et on fera sur L'P' l'angle 
L'P'N' -égal à l'angle donné; par le point N' ainsi 
déterminé , on mènera H' G , ensuite on tirera GF", et 
on aura le plan cherché H' G F". . 

41. Problème. Connoissant l'angle que deux lignes 
font*entr' elles , et celui que chacune fait avec une ver- 
ticale menée par leur point de rencontre , trouver la 
projection du premier angle sur le plan horizontal. 

On peut considérer le point de rencontre des droi- 
tes proposées avec la verticale , comme le sommet d'une 
pyramide triangulaire dans laquelle on connoît les 
trois angles que .ses arrêtes font deux à <leux ; cette 
pyramide a d'ailleurs pour base un plan perpendiculaire 
à l'une de ses arrêtes , puisqu'elle repose sur le plan ho- 
rizontal : avec ces données , on peut la développer. 
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En effet , si on conçoit que la face D A G' tourné au- fîg. a& 
tour de AD, pour venir s'appliquer dans le prolonge* 
^rnent de la face D A E , il est aisé de voir que dans ce 
mouvement le point G' ne sortira pas du plan horizon- 
tal , puisque A D est une verticale , et que par consé- 
quent A G 7 lui est perpendiculaire : D G sera donc de la 
même grandeur que DG'; et dans le triangle rectangle 
DAG on connoîtra l'angle AD G, qui est celui que 
l'une des lignes proposées fait avec la verticale A D , et 
dont la valeur est donnée d priori , ou prise à volonté. 

On déterminera par conséquent les deux côtés A G et 
D G; on opérera de même sur le triangle D A E. Ensuite 
lorsque AGet DG , AE et DE seront connus , on cons- 
truira le triangle DEF"dans lequel l'angle EDF" est égal 
à celui que les droites proposées font entr'elles, et le côté 
D F" est la même chose que D G. Ayant obtenu la gran- 
deur de EF", on voit qu'en faisant tourner le triangle 
EDF" autour de DE, et le triangle AD G autour de 
AD , les points G et F" doivent se réunir à l'angle G' de 
la pyramide : on aura donc la base de cette pyramide en 
décrivant le triangle AG'E sur les trois côtés AE, A G 
et EF*. 

L'angle E A G' sera la projection demandée de l'angle 
EDG'(*). 

4s. Problême. Deux lignes droites étant données sur 
un plan , par leur point de rencontre, en mener une troi- 
sième qui fasse un angle donné avec chacune d'elles. 

Les trois lignes que nous considérons forment un angle 



(*) Ce problème a son application en Trigonométrie pour réduire 
au plan horizontal les angles observés sur des plans inclinés ; il peut * 
aussi se résoudre par la Trigonométrie sphérique ( Trig. **. $$ ). 
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fîg. 29. trièdre lorsqu'on les lie par les plans qui les contiennent 
deux à'deux ; et on peut le développer en faisant tour- 
ner deux <le ses faces jusqu'à ce qu'elles tombent sur les, 
prolongemens de la troisième. 

Soient GAE', E'AH' , H' A g , les trois angles donnés : 
si on prend sur les côtés AG et A g , des points G et g éga- 
lement éloignés du sommet A, il est aisé de voir que ces 
deux points doivent se confondre lorsque les plans sont 
réunis dans leur position naturelle ; mais il n'est pas 
moins évident (8), que les perpendiculaires G G et 
abaissées sur les droites AE' et AH' autour des- 
quelles se fait le développement, décriront des plans 
perpendiculaires à ces lignes , et ces derniers rencontre- 
ront le plan horizontal suivant G G' et g G' ; le point G' 
appartiendra par conséquent à la commune section des 
plans que nous considérons , et qui sera la verticale éle- 
vée par ce point. C'est [sur cette ligne que doivent se 
trouver réunis les points G et g ; la droite A G' est donc 
la projection horizontale de l'arrête supérieure de l'angle 
trièdre , lorsque cette arête est dans sa position naturelle. 
Le point A étant celui où elle rencontre le plan horizontal, 
il suffit pour la déterminer entièrement de parvenir à 
connoître la hauteur d'un autre de ses points ; mais nous 
observerons que les points G et g qui lui appartiennent, 
décrivent chacun un cercle dans le développement , et 
ces cercles sont situés dans les plans engendrés par GGet 
gg. Si donc on construit l'un de ces cercles en supposant 
son plan rabattu sur le plan horizontal , il déterminera la 
hauteur âu point de l'espace où se fait la réunion des 
points G et g. 

Sur G G , comme rayon , on a décrit le demi-cercle 
G G", et la perpendiculaire G' G", qui n'est autre chose 
que la commune section des plans verticaux élevés sur 

G G' 
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syr G G' et g G', donne la hauteur du point cherché Hg. 29. 
au-dessus du plan horizontal 

Si on tire GG", cette ligne sera la projection de l'arête 
Supérieure de l'angle trièdre sur le plan vertical élevé 
par la ligne G G' ; on aura donc les deux projections de 
cette arête : elle sera par conséquent déterminée. 

43. Corollaire. L'angle G" GO' est égal à celui que 
les deux plans G A E' et E'AH' font entr'eux lorsqu'ils 
sont dans leur situation naturelle ; car il est évident que 
le plan G"GG' est perpendiculaire à leur commune sec* 
tion AE', et que GG" n'est autre chose que GGrap-* 
porté dans ce plan. 

44. Remarque. Le problême précédent cessera d'être 
possible, lorsque l'un des trois angles donnés sera plus 
grand que la somme des deux autres ; la solution que 
nous en avons donnée fait connoître cette impossibilité , 
parce qu'il arrive alors que le point G' tombe hors du 
cercle décrit sur G G. 

On peut se peindre facilement ces exceptions, en sé 
représentant les deux cônes droits décrits par les angles 
E'AGetH'Ag, lorsque ces angles tournentrespectivement 
autour de leurs côtés A E' et Ati'. Le problème n est pos- 
sible que lorsque ces cônes se coupent ou se touchent $ 
mais cela n'aura pas lieu si l'un embrasse l'autre tout 
entier , ou si leurs basés , trop petites ou trop éloignée* 
l'une de l'autre, ne se rencontrent pas. 

45. On peut renverser la question, et se proposer 
de trouver le développement de langle trièdre formé par 
les deux droites AE', AH', et par une troisième dont 
A G' seroit la projection horizontale, G G" la projection 
verticale ; alors il faudra déterminer les angles G A E' et 
g AH' : voici comment On y parviendra. On prolongera 
GG f indéfiniment , et on décrira sur GG" un demi-cerclé 

Compl. deJa Géom. C , 
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fig- 2 9- qui fera trouver le point G , et A G sera lune des droites 
cherchées. On opérera de même dans la recherche de 
A g. 

On voit donc qu'on a tout ce qu'il faut pour la cons- 
truction d'un angle trièdre lorsqu'on connoît l'une de 
ses faces, la projection sur cette face de l'arête qui lui 
est opposée , et la hauteur d'un point de cette arête au- 
dessus de sa projection. 

46. Lemme. Si par un point quelconque de la com- 
mune section de deux plans , on élève une perpendicu- 
laire sur chacun , ces lignes feront un angle qui aura la 
même mesure que l'angle dièdre formé par les plans 
proposés. 

En effet, les droites menées comme on vient de le 
dire , se trouveront dans le plan perpendiculaire à la 
commune section des plans proposés , et si on suppose 
fig. 3o. q ue A E et A F soient les intersections de ceux-ci avec le 
premier , il est aisé de voir que les angles E A F et e A f 
sont égaux -, car ils sont tous les deux la différence de 
l'angle E A e avec les angles droits E Af et e A F. 

47. Théorème. Si par le sommet d'un angle trièdre 
on mène des droites perpendiculaires à chacune de ses 
faces , les plans qui contiennent ces lignes deux à deux 
formeront un nouvel angle trièdre , dans lequel les an- 
gles des arêtes seront égaux aux angles des faces du pre- 
mier, et les angles des arêtes de celui-ci seront égaux 
à ceux des faces du nouvel angle trièdre* 

1 fig. 3i. Soit A 6 la droite perpendiculaire à la face AFG ; elle 
le sera par conséquent aux lignes A G et A F menées 
par son pied dans ce plan : en raisonnant de même pour 
Af et Ag, respectivement perpendiculaires aux plan* 
AE<î et AEF, on formera le tableau suivant: 




1 
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{AF 
A q*> fig. 3i; 

{A E 
A G ' 

{AE 
_. 
A r 

Mais on voit que chacune des arêtes du premier an- 
gle trièdre se trouve répétée deux fois ; on en conclura 
Oonc ce qui suit : 

f Af ) 

AE perpendiculaire sur < et >, l'est au plan f A g; 

A F perpendiculaire sur 1 et \ , l'est au plan eAg; 

(Ag) 

« » 

A G perpendiculaire sur { et >, Test au plan e A f« 

lAfJ 

Or, en vertu du lemme précédent, les lignes A e et 
A g font entr'elles le même angle que les plans AF G et 
AEF auxquels elles sont respectivement perpendiculai- 
res; il en sera de même des lignes AE, A G et de» 
plans Af g, Aef ; donc les angles des arêtes de l'un des 
angles trièdre sont égaux à ceux des faces de l'autre , et 
vice versa. 

48. Corollaire. Il suit de-là qu'on peut construire le 
développement d'un angle trièdre dans lequel on con- 
noît les angles que ses faces font entf elles. 

Car si on développe un angle trièdre dont les arêtes 
fassent deux à deux , des angles égaux aux angles donnés, 

Ca 
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fïg. 5l« on pourra par les moyens indiqués n 08 . 4a et 43 > trou- 
ver les angles des faces de celui-ci, qui , par le théorème 
précédent, seront égaux à ceux des arêtes de l'angle 
trièdre proposé. Dès qu'on sera parvenu à connoître ces 
derniers, on pourra développer l'angle trièdre auquel ils 
appartiennent, et trouver la projection de l'une quel- 
conque de ses arêtes sur le plan des deux autres. 

49. Problème. Connoissantdans un angle trièdre l'an- 
gle que forment deux arêtes , et ceux que la face qui 
les contient fait avec chacune des deux autres , trouve# 
sur son plan la projection de la troisième arête. 

La question proposée revient à celle-ci : Connaissant 
les angles que deux plans font avec le plan horizontal 
et les lignes suivant lesquelles ils le rencontrent , trou- 
ver la projection de leur commune section. 
fig. 3a.- Soient AE' et Ae' les communes sections des plans 
proposés avec le plan horizontal; CET, g'e'f, les 
angles que chacun des premiers forme avec le troisième. 
En menant par un point g' pris à volonté sur e' g' , une 
parallèle à A e r , cette droite sera (28) la projection d'une 
ligne horizontale menée dans le plan A e' f à la hauteur 

È'f- 

Si on conçoit pareillement une ligne horizontale me- 
née dans le plan A ET à la même hauteur , elle rencon- 
trera nécessairement celle dont on vient de parler dans 
un point de la commune section des deux plans proposés; 
car elles déterminent ensemble un plan parallèle au plan 
horizontal : les projections de ces lignes se rencontre- 
ront par conséquent dans un point qui sera la projection 
de l'un de ceux de la troisième arête. 

En prenant E' R' égale à g'f , et menant KT parallèle 
à E'G', on trouvera un point F, tel que sa hauteur 
G'F au-dessus de sa projection sera égale à g'f , et par 
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conséquent G'O' , parallèle à AE', sera la projection de Gg. 3a 
la droite horizontale menée dans le plan AE'F à la même 
hauteur que la première que nous avons construite; O' 
sera donc la projection d'un point pris sur la commune 
section des plans Ae'f et AE'F, ou sur la troisième 
arête. La hauteur du point dont O' est la projection , est 
donnée par la construction même , puisqu'elle est égale 
à G'F , comme celle de tous les points qui répondent 
au-dessus des droites g'f et G'F. 

00. Problème, Connoissant dans un angle trièdre deux 
faces et l'angle qu'elles comprennent, construire le dé- 
veloppement de cet angle trièdre. 

Supposons d'abord qu'on ait rabattu Tune des faces fi^- 33 
données A gg dans le plan de l'autre A g G; si par un 
point g, pris à volonté sur Farrête commune A g, on 
élève une perpendiculaire gg, elle décrira dans le dé- 
veloppement un plan perpendiculaire à cette arête. 
C'est dans ce plan que doit se trouver l'angle qui me- 
sure celui que les faces données font entr'elfes ; fai- 
sant donc sur g G l'angle G" g G égal à l'angle connu, 
et prenant gG" égale à gg, on aura ainsi la situation dit 
point g à l'égard de la ligne g G , lorsqu'il est dans sa po- 
sition naturelle -, mais il est aisé de voir que les trois points 
g, G" et G déterminent fa base de la pyramide formée 
par l'angle trièdre proposé , et le plan qu'on a mené per- 
pendiculairement à l'arête A g; de plus, la face qu'on 
cherche devant s'appuyer sur A G , et se réunir avec 
1rs triangles Agg et GgG", suivant les lignes A g et 
G G", elfe ne sauroit être que le triangle AGG décn> 
sur les trois cdtésAG, Aget GG"(*). 



(*) Ceux de nos lecteur» à qui la trigonométrie sphétïque e»t fa* 

C3 
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5l. Problême, Les projections d'un point étant con- 
nues sur les plans coordonnés , projeter ce point sur 
d'autres plans donnés. 

La définition que nous ayons donnée des projections , 
réduit le problème proposé à la recherche de la ren- 
contre du plan donné , et de la perpendiculaire menée 
sur ce plan par le point qu'on veut projeter de nouveau ; 
or il n'y a rien là qu'on ne puisse exécuter à l'aide de ce 
qui précède. 

Mais ce qui caractérise particulièrement la question 
que nous avons en vue , c'est de marquer sur le plan 
donné le point de rencontre dont on vient déparier» 
afin qu'en opérant semblablement sur plusieurs points 
de r espace, on puisse déterminer leurs projections res- 
pectives sur ce plan. 

Pour cela il faut déterminer la position de chacune 
des projections qu'on cherche par rapport à deux droi- 
tes prises dans le plan donné % et dont la situation soit 
connue à l'égard des plans coordonnés. La commune 
section du plan donné avec le plan horizontal , et celle 
qu'il auroit avec un plan vertical perpendiculaire à cette 
ligne , sont très-propres à cet usage : il ne s'agit dono 
plus que de trouver la distance des projections cher- 
Cg. 34. chées à chacune de ces droites. Soient N'Af fo" le plan 
proposé , P' et P" les projections du point donné ; celles 
de la perpendiculaire menée de ce point sur le plan pro- 
posé sont P' p.' sur le plan horizontal, et e"q" sur le 
plan vertical perpendiculaire à M N', qu'on suppose 
ici rabattu sur le plan horizontal après avoir tourné au- 

milière , reconnoîtront sans peine , dans les problèmes précédens > 
les principales questions de cette trigonométrie ; et ceki leur suffira 
pour résoudre de la même manière toutes celles qui pourront se 
présenter. 

. J 

V \ 

I 

I 

• ■ 

- 
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tour de N' E' : on aura JN'q" ( 35 ) pour la distance du fig. 34. 
point de rencontre de la perpendiculaire et du plan 
proposé à la droite JfN\ 

Si maintenant on conçoit que le plan N'MN" tourne 
autour de la commune section MN', pour se rabattre 
sur le plan horizontal , la ligne N'q"> qui dans sa posi- 
tion naturelle est perpendiculaire à MN\ viendra se 
coucher sur N' E'; d'où il suit que la projection cherchée 
sera à une distance de MN f égale àN'p; elle se trou- 
vera donc sur pp' parallèle à JlfN' ; mais cette pro- 
jection étant dans le plan vertical élevé sur P'p' , elle 
sera portée sur cette droite, dans le mouvement supposé,, 
et par conséquent elle tombera en p'. 

On pourra joindre à la projection qu'ori vient de 
trouver , une autre projection sur le plan vertical pas- 
sant par N'n, en observant que les hauteurs au - des- 
sus du plan N' MN" sont égales aux perpendiculaires , 
telles que e" q", abaissées des points proposés rappor- 
tés dans le plan vertical dont il s'agit, sur N'q". Or, 
cette droite se trouve couchée sur N'p, lorsqu'on a 
rabattu le nouveau plan de projection sur le plan hori- 
zontal ; c'est donc par le point p qu'on doit élever />p" 
perpendiculaire à N' p-et égale à e" q". 

Les nouveaux plans coordonnés sont îe pîan N'MN H 
«t un plan perpendiculaire à celui-ci , passant par N' p. 

Je me suis un peu étendu 'sur ce problême , parce qu'il 
entre comme auxiliaire dans la solution de beaucoup 
d'autres. 

5a. Corollaire premier. En rapportant de cette ma- 
nière deux points sur le plan proposé N'ilf N", on trou- 
vera sur ce plan, la projection de la droite qu'ils déter- 
minent. 

53. Corollaire IL Réciproquement lorsqu'on connoî* 

C 4 
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fig.34. tra la position d'un point par rapport aux nouveau* 
plans que nous venons de considérer, on pourra trou- 
ver ses projections sur les plans coordonnés primitifs. 

On prendra N'q" égale à N> , et élevant q"e" égals 
àup" perpendiculairement sur N'q", on mènera e'P' 
parallèle à MN' t qui par sa rencontre avec P'p' don-r 
nerala projection cherchée sur le plan horizontal : celle* 
ci étant rapportée sur le plan vertical D AB à une hau^ 
teur P P", égale à E' e", déterminera la projection P" sur 
ce dernier plan. 

Problême. Deux plans étant donnés , ainsi qu'une, 
ligne droite située dans l'un , mener dans l'autre uns 
ligne qui fasse avec la première un angle donné. 
6g. 35. H es * évident que pour que ces deux lignes fassent 
entr'elles un angle , il faut qu'elles se rencontrent ; et 
comme elles sont dans deux plans différens, cela ne 
peut arriver que dans la commune section de ces plans. 

Cela posé , on fera sur le premier plan AB G, qui 
contient la ligne donnée G'E, un angle F'G'E égal à 
l'angle connu ; on concevra que cet angle tourne autour 
de G'E, jusqu'à ce que son autre côté G' F' vienne 
s'appliquer sur le second plan CAD.; et comme la 
sommet G' est déjà dans ce plan , il ne s'agit que de 
trouver encore un point qui soit syr la droite G' F' prise 
& dans cette position. 

Si on mène sur G'E , par le point E , la perpendicu- 
laire EF', le point F' dans le mouvement qu'on vient 
d'indiquer, décrira un cercle qui rencontrera le plan 
CAD au point cherché. Il est aise de voir que le plan 
de ce cercle sera perpendiculaire au plan ABC; car 
étant engendré par la ligne E F' , il sera perpendiculaire 
à la droite G'E qui se trouve dans celui-ci : mai» les 
points de rencontre du çerçle avec le plan CAP, (fri-- 
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vent être placés sur la droite qui est l'intersection de ce^S 
plan avec celui qui est engendré par EF', et qui contient 
le cercle dont il s'agit. On a donc dans un seul plan tout 
ce qu'il faut pour résoudre la question proposée ; car on 
peut, par le problème précédent, trouver dans ce plan 
sa commune section avec CAD, et décrire le cercle 
engendré par le point F'. 

Supposons donc que le plan décrit par FF' §oit ra- 
battu sur le plan horizontal ABC; sa commune section 
EE" avec le plan vertical étant perpendiculaire à[EF' 
tombera sur G'F, et le point E" sera porté en E : voilà 
déjà un des points delà commune section du plan E"FF' 
avec le plan CAD. Pour en trouver un autre, je cher- 
che la hauteur FF" du point correspondant à F' dans le 
plan CAD; car ce point étant placé dans la verticale 
élevée en F', sera aussi dans le plan E"EF'. Prenant FF' 
égale à FF", la droite FE sera la commune section 
cherchée du plan CAD avec le plan vertical élevé sur 
FF'; le cercle F'Kk, décrit du point E comme centre et 
d'un rayon FF', la rencontre en Ketk: il ne faut plus 
que rapporter ces points sur le plan ABC , l'opération suf- 
fisamment indiquée dans la figure. 

Le problême a deux solutions -, car G'F' dans le mou- 
vement qu'on lui suppose décrit un cône qui doit en 
général rencontrer deux fois le plan CAD. Il peut arri- 
ver aussi que ce plan ne soit que touché par le cône , et 
enfin qu'il n'en soit pas même atteint. 

Il est à propos de remarquer que l'angle D A B est la 
projection sur le plan vertical, de l'angle F' G'F situé 
dans la position qu'il doit avoir, et que par conséquent 
on auroit pu énoncer ainsi la question proposée : 

Connaissant la projection d'un angle , et la position 
$un de ses cotés , trouver celle de l'autre, * ' 
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où. Problême. Les projections P'G' et P" G d'une 
droite «tant données dans l'espace, mener un plan qui 
passe par cette droite , et qui fasse avec le plan horizon- 
tal un angle donné. 

Supposons que le plan cherché soitN"iïf N', et qu'on 
ait sa commune section avec le plan horizontal ; il est 
fig- 36. évident qu'elle doit passer par le point G' où la ligne 
donnée, rencontre celui-ci. 

Concevons à présent qu'on ait mené par un point P de 
la ligne donnée un plan perpendiculaire à cette com- 
mune section ; les lignes P'E' , P E' , P' P , suivant les- 
quelles ce nouveau plan rencontre l'horizontal , le plan 
donné et le plan projetant de la droite donnée forment 
un triangle rectangle en P', dans lequel on connoît le 
côté P'P et l'angle PE'P< : il est donc facile de le cons- 
truire , ce quidéterminera P'E'. Mais parce que le plan 
PE'P' est perpendiculaire à la ligne G'N', lé triangle 
G'E'P' sera rectangle en E' ; on y connoit d'ailleurs les 
côtés G' P' et P'E'; on pourra donc le construire, et 
trouver le point E', ce qui donnera la commune section 
N'G' du plan horizontal avec le plan cherché : il ne 
faudra plus qu'assujettir celui-ci à passer par Je point P 
de la ligne donnée , ce qui sera facile (3i). 

La seconde figure de cet article a les mêmes lettres 
que la première -, elle renferme de plus la construction 
des triangles rectangles e'P'P et G' P'E' : le premier a 
pour côté P'P égal à PP"; et l'angle «' PP' est le com- 
plémentede l'angle donné. On décrit ensuite sur G'P', 
comme diamètre, un cercle dans lequel on prend la 
corde P'E' égale à P'e' , le triangle P'E'G' construit ainsi 
est le même que le triangle P'E'G' de la première figure. 

56. Corollaire. Si le plan cherché devoit faire l'angle 
donné , non pas avec le plan horizontal , mais avec ua 
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plaTi quelconque, il faudroit projeter la ligne donnée sur 
ce plan , ainsi qu'il a été dit , n°. 52 ; et le problême 
reviendront alors au précédent. Lorsqu'on auroit trouvé 
la commune section du plan donné et du plan cherché , 
on auroit deux droites qui dé^ermineroient ce dernier. 

5y. Problème. Deux droites qui ne se coupent point, 
étant données dans l'espace, trouver leur plus courte 
distance. 

Supposons d'abord que Tune des droites données soit 
perpendiculaire au plan horizontal , elle y sera repré- 
sentée dans un seul point M' *, et sur h plane? ertical sa 
projection sera M M" perpendiculaire à A B. fig. $7- 

On mènera M'P' perpendiculaire à P'H', projection 
de la deuxième droite donnée sur le plan horizontal , et 
ce sera la plus courte distance demandée. 

En effet, on a vu, ; n°. 16, que la distance de deux 
points donnés de l'espace, et sa projection sur le plan 
horizontal font partie d'un triangle rectangle , dont la 
première est l'hypothénuse , et -la seconde le côté ; il 
suit donc de-là que celle-ci est plus courte que l'autre. 
Or M'P' étant perpendiculaire sur P'H', est la plus 
courte de toutes les projections horizontales des distan- 
ces des points pris sur les deux lignes données ; et cette 
projection n'est autre chose que la distance de deux 
points placés à la même hauteur au-dessus du plan ho- 
rizontal dans Tune et l'autre droite : ainsi , d'après ce 
qui précède , il est évident que cette distance est la plus 
courte qui puisse exister entre les lignes données. 

On trouvera les points où elle a lieu , en cherchant 
sur la ligne P"H" le point correspondant à P', et en pre^ 
nant sur la projection verticale de l'autre droite donnée 
un point M" placé à même hauteur au - dessus du plan • 
horizontal. 
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fig. 37. Si les droites étoient situées d'une manière quelconque- 
par rapport aux plans coordonnés , on les projetteroit 
(5a) sur un plan perpendiculaire à l'une d'elles ; et la 
solution qu'on vient de donner seroit alors applicable à 
ce cas généraL * 

Cg. 38 . 58. On peut encore trouver la plus courte distance de 
deux droites M' N' etEF, en menant par la première un 
plan H' G' parallèle à la seconde ( Géom. 216), puw 
en abaissant d'un point quelconque de la seconde une 
perpendiculaire E E' sur ce plan ; cette perpendiculaire 
est la plns/pourte distance cherchée, et détermine le plan 
FEE' que rencontre la droite M'N' au point P' où cetts 
droite s'approche le plus de E F. Voici comment on effec- 
tue ces opérations. 

fi^. EP"^ 

et > sont les projections de la première ligne donnée 
E'P') 

et > celles de la seconde. 

E' est le point où, la première ligne donnée rencontre 
le plan horizontal , et E'L', E L" sont les projections 
d'une ligne menée par ce point parallèlement à la seconde 
ligne donnée , pour déterminer un plan qui soit parallèle 
- à cette ligne. 

On a construit par le procédé du n°. 36 le plan qui 
passe par la ligne menée ci-dessus , et par la première des 
droites données ; ce plan est G'GG", et comme il est pa- 
rallèle à la seconde droite donnée , il ne s'agit plus que 
d'abaisser d'un point quelconque de cette dernière une 
perpendiculaire sur ce plan ; c'est ce qui a été fait par le 
point dont les projections sont O.' et 0, 

On a cherché , ainsi qu'il a été dit n°. a5 , la- rencontre 
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•<ïe cette perpendiculaire avec le plan G' G G", et on aiig. 3g. 
trouvé N' et N" pour ses projections. 

Afin de connoître le point où la plus courte distance 
a lieu, on a tiré par le point N', parallèlement à MO' 
projection horizontale de la seconde droite, une ligne 
N' P' qui est évidemment la projection sur le plan hori- 
zontal de la rencontre du plan G' G G" avec un plan qui 
lui seroit perpendiculaire , et qu'on auroit mené par la 
deuxième droite donnée, puisqu'elle appartient à une 
droite parallèle à celle-ci , et qui passe pat le pied de la 
perpendiculaire abaissée de cette droite sur le plan dont 
il s'agit, ou autrement , c'est la projection de FF' (fig. 38). 

Le point P', où la ligne N'P' rencontre la projection 
horizontale E'P' de la première ligne donnée, est la 
projection du point P de la fig. 38, et par conséquent celle 
du point où la première droite s'approche le plus qu'il 
est possible de la seconde. On aura la plus courte dis- 
tance demandée en cherchant celle des points dont les 
projections sont P' et P", K' et K" (16) , ou bien celle des 
points projetés en 0 et O', N' et N". 

59. Théorème. La somme des quarrés des cosinus 
des angles qu'un plan quelconque fait avec trois autres 
perpendiculaires entr'eux , est égale au quarré du rayon. 

Si par le point M, on imagine un plan perpendiculaire fig. 4^ 
à la droite AU, les intersections BN', BN" et CN'" de 
ce plan avec chacun des plans coordonnés seront respec- 
tivement perpendiculaires aux projections M'A, M"A 
et M"' A de la ligne A M ; et les plans projetant A N' M, 
A N" M , A 3N'" M , appartenans à cette droite , détermi- 
neront, par leurs intersections avec le plan N"N' N'" et 
les plans coordonnés , les angles que celui-ci forme avec 
chacun des derniers. ... . .... 

* 
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4o. Dans les triangles A M' M , A M" M , A M"' M , les li- 
gnes MM', MM", MM'", représenteront les sinus des 
angles M A M' , M A M" , MA M"' , en prenant A M pour 
rayon, ouïes cosinus des angles AN' M, AN"M,AN"'M 
dans les triangles AN' M, AN" M, AN '"M , tous rectan- 
gles en M ; d'où il suit ( a4 ) que la somme des quar- 
rés des cosinus des angles que fait un plan quelconque 
avec trois autres perpendiculaires entr eux, est égale au 
quarré du rayon. 

60. Lemme. Si Ton a une Ggure quelconque tracée 
sur un plan incliné , et qu'on la projette sur le plan hori- 
zontal par des perpendiculaires abaissées de tous les 
points de son contour sur ce plan , la surface de la pro- 
jection sera à celle de la figure proposée, comme le co- 
sinus de l'angle des deux plans est au rayon. 

fig. 4 1 . En effet » soit 1111 trapèze M N P Q dont les côtés M N 
et P Q soient perpendiculaires à la commune section AC 
des plans B AC et D AC ; il est aisé de voir que les lon- 
gueurs des projections M' N' et P'Q' sont à celles des cô- 
tés correspondans MN et PQ, comme le cosinus de 
l'angle M'G'M est au rayon ; car, à cause des parallèles 
MM' et NN', on a N'M' : N M : : G' M* : G' M ou 
;: cos M'G'M: rayon. 

Les triangles P'H' P et Q'H' Q, sont semblables aux 
triangles N' G' N et M' G' M ; les parties des premiers se- 
ront par conséquent dans les mêmes rapports que celles 
des seconds. 

De plus , il est clair que le trapèze MN P Q et sa pro- 
jection M'N'P' Q' sont de la même largeur; ils doivent 
donc être dans le rapport des sommes de leurs côtés pa- 
rallèles , ou , ce qui revient au même , dans celui de leurs 
longueurs : on a donc 

M'N'P' Q':MNPQ:: cos. M G' M f : rayon. 
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Ce que nous venons de dire du trapèze convient à un fîg. 42. 
Triangle quelconque -, car *oit le triangle ABC situé 
dans un plan incliné dont la commune section avec le 
plan horizontal soit G' H' ; si on mène A D , et C E per- 
pendiculaires à cette ligne , et qu'on tire par le point B 
la droite DE parallèle au côté A C , il eut évident que le 
triangle ABC sera moitié du parallélogramme total 
D ACE; car ils auront l'un et l'autre même base et 
même hauteur, et cette dernière figure ayant se* côtés 
perpendiculaires à la commune section G' H', sera dam 
le cas du raisonnemeni que nous avons fait pour le tra- 
pèze M N P O de la fig. 4* • 

Toute figure pouvant être partagée en trapèzes et en 
triangles , il s'ensuit que la proposition du lemme est 
générale comme le porte son énoncé. 

6l. Corollaire. Il suit du théorème et du lemme pré- 
cédent , que si F on projette une figure plane quelconque 
, sur trois plans perpendiculaires ent/ eux , la somme des 
quarrés des aires de ces projections est égale au quarrê 
de l'aire de la figure proposée. 

Pour démontrer cette vérité , soient S l'aire de la figure 
proposée, S', S" et S''' celles de ses projections ; en nom- 
mant A' l'angle que le plan qui la contient fait avec le 
premier des plans coordonnés , A" celui qu'il fait avec 
le second, A'" celui qu'il fait avec le troisième, on 
aura > 

S : S' : S" : S'" : : ray\ : cos. A' : cos A" : cos. A'" -, . 

et en prenant les quarrés , 

S a : S" : S"» :S"*' ; : R a : cos. A'* : côe. A"*: cos. A"" ; 

ou on tire 

S*: S'*+ S"*+S W «::R* : cos. A'*+cos. A"*-fcos. A'"; . 
mais par le théoiême cité, les dçtur derniers termes de 
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cette proportion sont égaux entr'eux : il en sera donc de 
même des deux premiers. 

On ne sauroit concevoir en Géométrie le quarré d'une 
aire , puisque cela supposeroit quatre dimensions ; mais 
il faut entendre ici que cette aire et ses projections sont 
entr'elles dans des rapports de lignes, telles que le quarré 
de la première est égal à la somme des quarrés des 
trois autres. Il suit de-là que le quarré du nombre d'uni- 
tés de l'aire de la figure proposée est égal à la somme 
des quarrés de chaque nombre d'unités pareilles conte- 
nues dans ses projections. 

62. Remarque. On peut arriver immédiatement à un 
théorème sur les tétraèdres rectangulaires , qui n'est qu'un 
cas particulier de la proposition précédente. 

En effet , soit A B CD une pyramide triangulaire dont 
trois faces soient perpendiculaires entr' elles ; il suit de 
fi*. 43. cette pothèse que les triingles DAC,DABetBAC, 
qui forment ces faces , sont les projections du triangle 
hypothénusal BD C : mais |à cause que A D est perpen- 
diculaire sur le plan BAC, on a 

ACxAD 



DAC = 
DAB = 



, r d*où on tire en quarrant : 
ABxADf 



dXc+5Tb"^ ac > <ad '+ ab 'x ad, > ou 

(AC*+AB*V — * 
— ■ - — J X A D. Mais à cause du triangle rec- 
tangle BAC, on a 

AC * + AB * = BC*î 

par 
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fig. 45. 



* BCXAD 



- 1 ■ 2 

£ar conséquent DAC + DAB = 

Soit mené par & ligne A D le plan D A E perpendicu- 
laire sur BC, il rencontrera BAC et DBC suivant les 
droites A E et DE , toutes deux perpendiculaires à B C ; 
on aura donc 

A ' BCxAE BCXDE 

ABC = ^ — etBCD=- ; quarrant 

les deux membres de chacune de ces équations , et ajou- 
tant la première ainsi préparée avec celle qu'on a déjà 
obtenue , on trouvera 



* BC X AD 



DAC + DAB + ABC =±^-| 

* * » 

Mais on a dans le triangle rectangle D AE, 

ÂD*-f- AÏT=0E*j 

donc 

a — 1 — -, » BC*XDE* 

DAêC + DAB-1-BAC== ^ , 



— — — » 

c'est-à-dire =± BCD, en vertu de la second© équation 
trouvée plus haut. 

Il seroitfacilede déduire de ce théorème la proposition 
générale contenue dans le corollake précédent. 

EHe a été publiée la première fois par îtoseau d«Hs le 
tome IX des Savans Etrangers, Degua la reyendiqua 
dans un Mémoire la À l'Académie des Sciences peu de 

Compl. de la Céom. . D 
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ttmps avant sa mort, et dans lequel il a traité spéciale- 
ment les pyramides triangulaires (*). 

De la Sphère, 

# 

63. Problême. Trouver la position et la gtandeur du 
cercle qui est l'intersection de la sphère et d'un plan 
donné. 

II suffit pour cela [Géom. 280) d'abaisser une per- 
pendiculaire du centre de la sphère sur le plan coupant 
et ayant déterminé la rencontre de cette ligne et du plan 
proposé , on aura le centre du cercle demandé. 

44. L'opération sera très-simple , si on prend le plan des 
projections verticales DAB, perpendiculaire à la com- 
mune section AC du plan proposé et du plan horizon- 
tal , ce qui est toujours possible : alors O' et O" étant les 
projections du centre de la sphère , si on la suppose cou- 
pée par un plan vertical mené par la ligne H' O' per- 
pendiculaire à AC, ce plan passera par le centre de la 
sphère, et contiendra la perpendiculaire abaissée de ce 
point sur le plan proposé D A C ; mais il est parallèle 
au plan vertical DAB : on peut donc imaginer qu'il 
vienne s'appliquer sur celui-ci, sans qu'aucune des lignes 
qu'il renferme change de grandeur ni de position par 
rapport à la commune section H' G , qui tombera alors 
sur A B. Cela posé , M"E"N* sera le grand cercle qui ré- 
sulte de la section de la sphère par le plan vertical dont 
on vient de parler ; la perpendiculaire 0"G" déterminera 
( 35 ) la projection G" du centre de la section cher- 



(*) Cette proposition est aussi importante pour la théorie des sur- 
faces courbes, que celle du triangle rectangle l'est pour la rectifica- 
tion des courbes. 
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cJiée sur. le plan vertical DAB. On en déduira la pro- G 
jéction horizontale G'j et rapportant ( 5i ) ce centre 
G sur le plan D AC , supposé rabattu dans le plan hori- 
zontal \ an décrira avec le rayon G"M" le cercle MN 
qui sera la commune agction de la sphère et du plan 
proposé (*). 

64. Théorème. Si l'on joint deux points de la sphère 
par une droite , et qu'on élève un plan perpendiculaire 
"sur le milieu de leur distance , ce plan passera par le 
centre de la sphère. 

En effet , ce plan passant par tous les points égaler 
ment éloignés des deux points proposés , passera néces- 
sairement par le centre de la sphère qui jouit de cette 
propriété. 

65. Problême. Trouver le centre et le rayon d'une 
sphère , lorsqu'on connoît la position de quatre points 
par lesquels elle doit passer. 

On joindra sur chacun des plans coordonnés la pro- 
jection d'un de ces points avec celle des autres, par trois 
lignes droites , qui seront les projections deS lignes me- 
nées par le3 points donnés dans l'espace. Ôn élèvera sur 
le milieu de chacune de ces dernières un plan qui lui 
soit perpendiculaire. Ces trois plans devant contenir le 
centre de la sphère , il sera placé à leur intersection qu'on 
trouvera aisément ( a3, a6). 

■i i — <— • . ■• ■ — ; i 

(*") La projection de ce cercle sur le plan horizontal seroït une 
ellipse qui anroit son centre en G' et son petit axe égal a M iVj nous 
ne l'avons point construite, parce que le cercle MN se décrit plus 
facilement, et peut tenir lieu de cette projection. On voit que 
M''N": MN :: A M" : A Ai > c'est-à-dire, que le grand axe est au 
petit axe comme le rayon est au cosinus de l'angle formé par le plan 
ttu cercle et le plan horizontal. 

D a 
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Quant au rayon de la sphère , il n'est autre que la dis- 
tance de son centre à l'un des points donnés -, et sa cons- 
truction sera facile, lorsqu'on connoîtra la position de ce 
centre. . * 

Noos n'entrerons point danj^le détail des opérations à 
exécuter pour résoudre ce problème , puisque nous les 
avons déjà exposées chacune en particulier ; nous place- 
rons ici une seconde solution relative à un cas plus sini- 
pie que le cas général, mais auquel celui-ci peut se ra- 
mener aisément. . 

fîg. 45 . Soient P', Q' et R, trois points donnés, situés sur le plan 
horizontal ; par l'un de ces points R et par la projection 
du quatrième E, on mènera le plan vertical DA8; on 
déterminera le centre O' du cercle qui passe par les trois 
points P', Q' et R fil est clair que la verticale élevée par 
4 ce point passera par le centre de la sphère. Mais il est 

facile de mener un plan perpendiculaire sur le milieu H" 
de la ligne RE" qui joint les deux points donnés R et 
E"*, ce plan coupera en O* la projection de la verticale 
élevée par Je point O r . On aura par ce procédé la pro- 
jection du centre de la sphère sur le plan vertical , et 

* comme on l'a déjà sur le plan horizontal , il sera facile 

de trouver le rayon qui n'est que la distance du centre 
à l'un des points donnés. 

Il est évident que ce procédé s'appîiqueroit au cas gé- 
néral , en cherchant d'abord le plan qui passe par trois 
quel conques des points donnes. 

66. Problême, Trouver l'intersection de deux sphères 
données de grandeur et de position. 

Jîg. 46. H est évident que cette intersection est un cercle ; car 
si on conçoit un plan vertical M'N N' M' passant parle 
centre des deux sphères , il les coupera respectivement 
dans leurs grands cercles G1E et GIF. Imaginons main- 
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tenant que ces cercleB tournent autour de la ligne MN" 
qui joint leurs centres ; ce mouvement engendrera les 
deux sphères à-Ia-fois ; les- points I et G en produiront 
Ja commune section , qui , comme on le voit , sera un 
cercle ayant pour rayon G H , et situé dans un plan per- 
pendiculaire à M N. 

Cette commune section est entièrement déterminée^ 
car nous avons le rayon I G dont elle doit être décrite ; le 
. plan dans lequel elle se trouve étant perpendiculaire à 
MN, est désigné par GO' et par K' O' perpendiculaire 
à AN' : on pourra par conséquent construire cette sec- 
tion (63). 

67. Corollaire. Si Ton avoit trois sphères , on trouYe- 
roit de la manière suivante les deux points où elles se ren- 
contrent toutes à-la-fois. 

On combineroit ensemble la première et la deuxième 
pour en trouver l'intersection , ainsi qu'on l'a fait dans le 
problême précédent ; ensuite on opéreroit semblable- 
inent sur la première et la troisième : on auroit de cette 
manière deux plans qui contiendroient les points cher- 
chés ; et lorsqu'on auroit construit dans l'un la droite 
suivant laquelle ils se rencontrent , il ne s'agiroit plu* 
que de déterminer ses intersections avec le cercle qui 
est' la rencontre de l'une des sphères et du plan sur le- 
quel on a construit* 

Je laisse au lecteur le soin d'exécuter les détails de 
cette solution , ce qu'on peut faire avec plus ou moin» 
d'adresse par les méthodes que j'ai exposées dans le 
cours de cet ouvrage ; j'indiquerai seulement la route a, 
suivre pouç le cas où les centres des trois sphèfes se- 
r oient placés sur le plan horizontal. Il est évident qu'on» 

D 3 
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peut ramener tous les autres à celui-là , en changeant 
convenablement de plans' coordonnés. 

47. Soient donc M, N' et P', les centres de trois sphèrea 
données ; il est évident que la commune section des deux 
premières se trouvera dans le plan vertical élevé sur la 
ligne G' Y ( n°. précédent ). En combinant ensemble la, 
première sphère et celle qui a son centre au point P', on 
trouvera une seconde ligne i' g' par laquelle passera le 
plan vertical contenant la commune section de ces 
sphères. 

Le point H' qui représente la projection de la ligne 
suivant laquelle se coupent ces deux plans verticaux > 
fpra aussi la projection des points d'intersection deman- 
das, sur le plan horizontal. 

Si maintenant on décrit sur g'i' le cercle qui est la 
commimç section de la seconde et la troisième sphère, 
on trouvera deux points H, qui donneront H' H pour la 
distance de ceux qu'on cherche au plan horizontal ; l'un 
aéra placé au-dessus et l'autre au-dessous. 

Il est aisé de voir que nous avons résolu dans ce co- 
rollaire cette question intéressante : Trouver les projec- 
tions d'un point lorsqu'on connoît sa distance à trois au- 
tres points qui sont donnes de position. 

68. Corollaire. Si on relève les triangles M'P'g', 
N'P'K'et N'M'i', en les faisant tourner autour des 
lignes F M', P'N' et N'M', les points g', K' et V se réu- 
nissent dans un seul , et il en résulte une pyramide dont 
la base est le triangle M' N' P', et les arrêtes sont leu 
rayons des sphères données. Nous avons donc le moyen 
de construire une pyramide triangulaire dont on connoît 
toutes les arrêtes, et d'en trouver la hauteur, les ai;-*. 
glc-5, etc. 
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6g. Problême. Mener un plan qui touche une sphère 
dans un point donné. 

Il suffit pour cela ( Géom. *8#) de mener un rayon 
par le point proposé, et de construire le. plan qui est 
perpendiculaire à l'extrémité de ce rayon. 

Tout ceci s'exécute sans aucune difficulté y il est bon 
seulement de remarquer comment un point peut être 
donné sur la surface d'une sphère. 11 existe entre les 
deux projections de ce point une dépendance mutuelle 
qui fait que l'une étant prise à volonté, Tautre s'ensuit 

nécessairement. - 

« 

En effet , on voit d'abord que là projection sur le plan 
horizontal , par exemple , ne doit pas se trouver hors 
du cercle qui a pour rayon celui de la sphère, et pour 
centre la projection du centre de celle-ci sur le plan 
horizontal ; car si on imagine un plan passant par le 
centre de la sphère et parallèle au plan horizontal , il 
la coupera dans un grand cercle, qui étant projeté sur 
celui-ci , ne changera pas de grandeur, puisque- l'ensem- 
ble des perpendiculaires abaissées pour former sa pro- 
jection , composera un cylindre droit dont la base est 
toujours égale aux sections faites par les plans qui lui 
sont parallèles. 

Cela posé , ayant pris le point P* pour la projection fig. 48. 
d'un point de la sphère sur le plan horizontal y on cons- 
truira aisément La section de la sphère par le plan verti- 
cal , mené par ce point et le centre , puisque cette sec- 
tion est un grand cercle; et élevant la perpendiculaire 
P' P ,,on trouvera les hauteurs du point proposé au-dessus 
du plan horizontal. 

L'inspection de la ligure fait connoître qu'il y a deux 
points de la sphère qui ont la même projection sur le 

D 4 
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• plan horitêntal ; et pour mener les plans tangens aux 
points P , il suffira de construire par ces points un plan 
perpendiculaire à chacun de» rayons MP , ainsi qu'on 
la vu b°. 35. 

m 

70. Remarque. Nous avons toujours exécuté les cons- 
tructions dans les plans qui les contiennent réellement , 
parce qu'il en résulte une plus grande facilité pour se 
représenter la question , en concevant que ces plans 
soient relevés dans la situation qu'ils ont dans l'espace. 

Ce moyen très-commode, souvent même nécessaire 
pour les démonstrations, ne convient pas toujours à la 
pratique , dans laquelle il est important de faire le phii 
petit nombre d'opérations possibles, sur -tout lorsque 
l'on trace en grand, et de choisir ces opérations d'une 
manière convenable à la nature des instrumens qu'on 
emploie. 

i 

11 faut alors tirer parti des lignes menée» et des plans 
déjà établis dans la figure , ce qui exige dans l'exposé des 
solutions quelques détails de plus , et justifie un peu la 
prolixité des descriptions députes (*) données par ceux 
qui n'ont envisagé cette branche de la Géométrie que du 
côté de ses applications aux arts seulement. 

Pour moi qui me suis proposé de la réduire à un petit 
nombre de questions élémentaires et liées entr'elles , j'ai 
dû choisir une marche telle que la solution. de chaque 
problème fût aisée à énoncer et à suivre ; cependant 
pour faire connoître en quoi peuvent consister les simpli- 



(*) On appelle épure , en terme de coupe des pierres, la conduc- 
tion taûcttUe u'ua probîsrnç de ce genu. 
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fîcations dont je viens de parler, je vais montrer cora- " 
ment avec le plan vertical et le plan horizontal seuls , 
on peut avoir les projections de tous les points d'une 
«phère. 

Il est évident que le plan vertical P'M'MP , peut être 
conçu enlevé de sa place , et transporté sur le plan coor- 
donné D A B , de manière que l'angle droit M M' P' soi t 
appliqué sur rangle droit M" MB ; alors toutes les cons- 
tructions qu'on suppose sur le premier plan , dont la po- 
sition change avec celle du point que Ton considère , 
pourront s'exécuter sur le second d'une manière uniforme 
pour tous les cas. Ainsi on prendra Mp égale à M' P', et 
on élèvera pp" perpendiculaire sur AB ; elle rencontrera 
le grand cercle de la sphère tracé sur le plan D A B , en 
deux points p", p", qui donneront les hauteurs des points 
P de l'espace. 

Si on rapporte ensuite le point P' sur le plan D A B , 
on aura en P" les projections verticales des deux points de 
la sphère qui répondent au point P' tJu plan horizontal. 

Pour construire le plan tangent r il ne s'agira' plus que 
de mener un plan perpendiculaire à l'extrémité du rayon 
de la sphère qui passe par le point donné, et dont on 
a les projections. 

71. Problème. Mener par une ligne donnée un plaa 
tangent à une sphère donnée. 

Nous ne nous proposerons pas de mener par. un point 
donné pris hors d'une sphère , un plan qui lui soit tan- 
gent , parce que cette question est indéterminée , comme 
il est aisé de le voir en imaginant que le plan tourne au- 
tour du point proposé ; ce qu'il peut faire sans cesser 
pour cela de toucher la sphère • 
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Il n'en est pas de même, si on se doune nne ligne- 
droite. Pour résoudre cette question, il faut mener par 
le centre de la sphère un plan perpendiculaire^ cette- 
ligne , chercher le point où il la rencontre , et par ce 
point mener une tangente au grand cercle , qui est l'ins- 
tersection de la sphère et du plan perpendiculaire à la 
ligne donnée; ceHe-ci et la tangente dont on -vient de 
parler déterminent le plan demandé. 

8g. 4a. La raison de cette construction est aisée à appercevoir 
en imaginant un plan M'P' F', mené par le centre de la 
sphère et la ligne donnée F' E',' ainsi que le plan M'P'N 
perpendiculaire à cette ligne -, car alors il suit du n°. 35 , 
que le pîan NP'F' est perpendiculaire au point N de la 
droite M'N, et que par conséquent il touche la sphère 
au point N. 

72. Problème. Mener un pîan qui repose sur trois 
sphères données de grandeur et de position. 

Je suppose qu'on ait pris pour plan de projection ho- 
rizontale celui qui passe par les centres des trois sphè- 
res, ce qui est toujours possible. 

fig. 5o. Soit menée une tangente H M commune aux deux 
grands cercles qui sont les intersections de la première Gt 
de la deuxième sphère avec le plan horizontal, et dont 
les centres se trouvent en F et E; on concevra ensuite 
que l'angle HMF , et tout ce qu'il contient tourne autour 
de la ligne MF :lesdeux circonférences qui ont leur centre 
sur cette ligne engendreront les deux sphères proposées , 
continuellement touchées par la droite HM dans les diffé- 
rentes positions qu'elle prendra. L'ensemble de ces posir 
tions formera un cône droit \ car les points de con-. 
tact seront tous sur les cercles, décrits par les points I£ 
et K. 
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On arrivera aux mêmes conséquences pour les sphères fig. ôq. 
dont les centres sont en F et G, et la ligne OL engen- 
drera, pareillement un cône droit qui enveloppera ces 
deux corps. 

Cela posé, on voit évidemment que les deux cercles 
décrits par les points O et H , placés sur la même sphère, 
se rencontreront dans un point qui appartiendra en 
même temps aux deux cônes enveloppans , et dont on 
trouvera la projection sur le plan horizontal en menant 
OR et HR respectivement perpendiculaires à FL et à • 
F M , puisque ces droites représentent les intersections 
de ce plan avec ceux dans lesquels se trouvent les cercles 
dont il s'agit. 

,* 

Le point dont R est la projection horizontale , étant 
construit , chacune des lignes tirées de ce point aux som- 
mets L et M des cônes enveloppans touchera deux des 
trois sphères , et elles détermineront un plan qui les tou- 
chera toutes trois. Celui-ci rencontrera le plan horizon- 
tal suivant la ligne LM qui joint les sommets des cônes ; 
il ne faudra plus- que l'assujettir à toucher l'une quel- 
conque des trois sphères , ou à passer par le point dont 
R est la projection horizontale , ce qui est facile. 

7*5. Remarque» La question proposée est donc réduite << 
à trouver les points de concours L et M des tangentes 
communes de deux cercles avec la ligne qui joint leur 
centre. 

Ce problême qui est du ressort de la géométriè ordi- 
naire , n'entre pas dans notre sujet ; cependant comme il 
ne se trouve pas dans tous les livres élémentaires, nous 
en donnerons urie solution dont l'auteur nous est inconnu, 
rn^is qui est remarquable par sa simplicité. 
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jj 0> Sur îâ distance G F des deux centres , comme diamè- 
tre , on décrit la demi-circonférence F P G *, on décrit 
aussi du point F comme centre un arc de cercle d'un 
rayon F Q égal à la différence des rayons des cercles 
donnés , et par le point P où cet arc rencontre le pre- 
mier , on mène le rayon O F qui détermine sur la cir- 
conférence du plus grand des deux cercles donnés , le- 
point O par lequel doit être menée leur tangente com- 
mune. 

• 

La démonstration de cette construction est très-sim- 
pie. Il est aisé de voir que l'angle FPG est droit; d'oû> 
il suit que O L est parallèle à P G , et s'en trouve éloi- 
gnée d'une quantité O P qui , par construction, est égale 
au rayon N G du petit cercle. 

74. Corollaire. Si on imagine un troisième cône qui 
enveloppe les deux sphères dont les centres sont en E et 
en G , il suit de ce qui vient d'être dit , que ce cône sera 
formé par toutes les droites qui pourront toucher à-la- 
fois ces deux sphères ; il contiendra donc sur sa surface 
la ligne qui joint les points de contacts de chacune d'elles 
et du plan construit précédemment. Ce cône sera donc 
touché par le plan dont il s'agit \ et cela dans toute 
l'étendue d'une ligne droite qui passera nécessairement 
par son sommet , point qui doit aussi se trouver dans le 
plan qui contient les centres des sphères proposées : il 
e»t donc sur la droite L M , intersection de ce plan avec 
le plan tangent. 

De-là découle naturellement cette conséquence , qne 
les points de concours des tangentes cbmmunes à trois 
cercles combinés deux à deux t sont placés sur una 
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taême ligne droite ; proposition dont je dois la connoi*- 
sance à Monge (*). 



(*) Le point de rencontre des tangentes communes à deux cercles 
peut aussi se trouver entre ces cercles ; par la même raison , on peut 
mener des plans tangens communs à trois sphères qui ne les touchent 
pas toutes d'un même côté. On ponrroit demander , par exemple , 
que l'une d'elles fût touchée dans sa partie inférieure , et les deux 
autres dans leur partie supérieure. En combinant ces conditions , on 
trouveront que le problème du n°. 7* est susceptible de huit solutions , 
mais qui se déduisent toutes de la même construction; et 11 nous 
suffit de les avoir indiquées , sans entrer dans des détails qui n'ont au- 
cune application utile. 



Fin de la première Partie. 
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SECONDE PARTIE. 



DE LA GÉNÉRATION DES SURFACES. 

Da N s toutes les questions qui nous ont occupés jusqu'à 
présent, nous avons déterminé les points cherchés par lies 
intersections de plans , et nous les avons regardées comme 
résolues toutes les fois que nous avons pu assigner la posi- 
tion de ces plans. 

Les problêmes d'un genre plus relevé dépendent des 
surfaces courbes -, il est donc à-propos , avant de cher- 
cher à les résoudre , de faire connoître ces surfaces. 

De même qu'une ligne courbe tracée sur un plan est 
une s^ite de points distingués des autres par une pro- 
priété commune , ou , ce qui revient au même , par des 
rapports entre certaines droites menées de ces points à 
des lignes ou à des points donnés, de même aussi une sut- 
face courbe est l'ensemble des points de l'espace qui 
jouissent d'une propriété commune, ou qui donnent lieu 
à certaines relations entre les distances de ces points à 
des lignes on à des plans donnés. 

Un point qui sèment suivant une loi quelconque, sur un 
plan, décrit une courbe. Une ligne courbe qui se meut 
dans l'espace , ou qui change à-la-fois de grandeur et de 
position sans changer de nature , engendre une surface 
courbe , qui n'est autre chose que l'ensemble des posi- 
tions successivesqu'elle a occupées , ou desfonnes qu'elle 
a prises. 
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Nous allons considérer d'abord les surfaces composées 
Vie lignes droites. . s 

Des Surfaces coniques, 

75. Si on conçoit qu'uneligne droite qui se meut dans 
V espace, soit assujettie à passer constamment par un point 
donné, et à suivre le contour d'une courbe donnée de 
position sur un plan , elle formera une surfape dont le 
cône n'est qu'un cas particulier , et dans lequel la courbe 
prise pour diriger le mouvement delà ligne droite est un 
cercle. Construire cette surface , c'est assigner la posi- 
tion de tous ses points relativement à un plan donné , et 
ce but est rempli lorsqu'on est parvenu à connoître pour 
chaque point du plan horizontal la hauteur de celui qui 
lui correspond dans la surface proposée, ou sa projec- 
tion sur un plan vertical donné. 

* 

Les surfaces de ce genre étant coupées par des plans 
verticaux assujettis à passer par le sommet, les sections 
sont des lignes droites. Si par un point pris sur le plan ho- 
rizontal , et par le sommet du cône , on mène un plan ver- 
tical , .sa rencontre avec la courbe donnée fera coçnoître 
un point de la ligne droite cherchée , qui doit passer aus*i 
par le sommet du cône. Cette ligne se trouvaut toute en- 
tière sur la surface du cône , donnera la position d une 
infinité de points de cette surface. 

JL.es surfaces coniques coupées par des plans parallèles 
entr'eux donnent pour sections des courbes semblables 
«ntr'elles. • , 

Les cônes sont aux pyramides ce que les courbes sont 
aux polygones inscrits et circonscrit?. 
Sort, par exemple, la courbe H' X' tracée $ui le plan fi g . 5,. 
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qui est produit par la partie de la ligne droite inférieure fi 
au point M , et ils ne constitueront à eux deux qu'une 
seule et même surface dont ils seront regardés comme 
nappes , mot analogue à celui de branche dans les courbes. 

C'est un principe général de regarder comme appar- 
tenant à une même surface toutes les parties qui peuvent 
être engendrées, soit par le même mouvement, soit par 
la même courbe considérée dans toute l'étendue qu'elle 
peut avoir. 

Des Surfaces cylindriques. 

76. Nous avons déterminé le mouvement de la droite 
génératrice dans les surfaces que nous venons de consi- 
dérer par les deux conditions ; i°. de passer constam- 
ment par un même point ; 2°. de suivre le contour d'un» 
même courbe. Ici nous supposons que la droite généra- 
trice reste toujours parallèle à elle-même, dans les diffé- 
rentes positions qu'elle prend en glissant le long de la 
courbe donnée Q'Q'. La surface ainsi engendrée sera ana- 
logue à celle du cylindre décrit dans les éîémens , et se- 
roit le cylindre même si la courbe Q'Q' étoit un cercle. 

Voici sur quel principe est fondée la construction de 
la surface proposée. 

Il est clair que si on la coupe par des plans verticaux 
et parallèles à la ligne génératrice , les sections ne pour- 
ront être que des lignes droites parallèles à celle - là. 

Pour trouver l'ordonnée verticale qui répond à un 
point quelconque du plan horizontal , il n'y a qu'à mener 
par ce point un plan vertical parallèle à la ligne généra- 
trice , et construire sa commune section avec la surface 
proposée ; ce qui est facile , puisque la rencontre du plan 

Compl. de la Géom. E 
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vertical avec la courbe donnée fera connoître un point 
de la ligne qu'on cherche , qui d'ailleurs doit être paral- 
lèle à la ligne génératrice. 

Les surfaces cylindriques coupées par des plans pa- 
rallèles entr'eux, donnent toujours la même courbe. 

Ces surfaces sont aux prismes ce que les courbes sont 
aux polygones inscrits ou circonscrits. 

52. Voici les détails du procédé qu'on peut employer pour 
construire les surfaces cylindriques. Soit N' le point 
donné sur le plan horizontal ; on mènera par ce point la 
ligne N' Q' parallèle à H' P', projection horizontale de 
l'une des positions quelconques de la droite génératrice 
du cylindre ; cette ligne rencontrera la courbe proposée 
dan? un point Q' qu'on rapportera sur le plan vertical 
en Q; alors menant QN" parallèle à P"H", projection 
verticale de la droite génératrice qu'on a choisie pour 
terme de comparaison , on rapportera le point N' en N 
sur le plan vertical , et iVN" parallèle à AD sera la hau- 
teur demandée (*). 

Si la ligne génératrice étoit perpendiculaire au plan de 
la base, et que la courbe donnée fût un cercle, le cylin- 
dre seroit celui qu'on désigne dans les éléraens sous le 
nom de cylindre droit. 

En général quelle que soit la courbe Q'Q', elle renferme 
toutes les projections horizontales des points placés sur la 
surface du cylindre proposé , lorsque la ligne génératrice 



(*) Il n'est pas nécessaire qne la ligne dont les projections sont 
H' ?' et H" P", soit une des positions de la droite génératrice du cy- 
lindre i il suffit qu'elle lui soit parallèle. , 

i 
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est perpendiculaire au plan horizontal sur lequel se 
trouve cette courbe. 

Des Courbes à double courbure. 

77. Si l'on conçoit une suite de points pris sur la sur- 
face du cylindre d'après une loi donnée , l'ensemble de 
ces points formera une courbe , qui le plus souvent ne 
sauroit être comprise toute entière dans un même plan ; 
la projection horizontale de cette courbe sera la base du 
cylindre sur le plan horizontal. Imaginons ensuite que 
par chacun des points dont on vient de parler ,on abaisse 
des perpendiculaires sur le plan vertical, l'ensemble de 
ces perpendiculaires formera une seconde surface cylin- 
• drique qui rencontrera la première suivant la courbe 
déterminée par la suite des points proposés ; et les in- 
tersections des perpendiculaires avec le plan vertical 
formeront une courbe qui sera sur ce plan , la base du 
deuxième cylindre, et par conséquent la projection de 
toutes les courbes qu'on pourroit tracer sur ce cylindre. 
Il suit donc de-Ià qu'elle appartiendra aussi à la courbe 
suivant laquelle se coupent les deux cylindres qu'on a 
considérés. 

Cette courbe sera déterminée par ses deux projections ; 
car elle est donnée par l'intersection de deux surfaces cy- 
lindriques perpendiculaires à chacun des plans coordon- 
nés , comme une ligne droite est donnée par l'intersec- 
tion de ses deux plans projetans. Les cylindres rempla- 
cent ici les plans; mais deux plans quelconques déter- 
minent par leur rencontre une ligne droite , et l'intersec- 
tion de deux surfaces courbes déterminera une ligne 
courbe dont tous les points pourront ne pas être dans 

£ a 
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un même plan. De-Ià résulte la division des courbes, en 
courbes planes , et en courbes à double courbure ; les 
premières ont tous leurs points situés dans un seul plan : 
il n'en est pas de même des dernières , qui n'ont jamais 
qu'un nombre déterminé de points dans le mêfcie plan. 

Pour donner un exemple bien simple de ce genre de 
courbes, soit un cylindre droit à base circulaire, sur la 
surface duquel on ait posé la pointe d'un compas, et 
pendant que celle-ci reste fixe, qu'on fasse mouvoir 
l'autre de manière à reposer toujours sur la surface du 
cylindre ; cette dernière engendrera évidemment une 
courbe à double courbure , qui aura tous ses points éga- 
lement éloignés de celui sur lequel tombe la pointe fixe 
du compas. Cette courbe fera donc partie d'une sphère 
qui auroit pour rayon l'ouverture de compas donnée ; « 
elle sera par conséquent l'intersection du cylindre pro- 
posé avec cette sphère. * 

Cet exemple suffit pour faire voir comment les cour- 
bes naissent de l'intersection des surfaces ; c'est pour- 
quoi nous renverrons les problêmes relatifs aux courbes, 
pour les articles où nous traiterons de l'intersection de* 
surfaces. 

Il résulte de ce qui précède , une extension des deux 
genres de surfaces que nous venons de considérer , sa- 
voir > les surfaces coniques et cylindriques ; car on peut » 
au lieu de3 courbes planes que nous avons choisies 
pour diriger le mouvement de la ligne génératrice dans 
l'un et Vautre ca9 , prendre des courbes à double cour- 
bure. * 

Cette circonstance n'ajoute aucune difficulté à la cons- 
truction des surfaces coniques et cylindriques ; car la 
courbe directrice étant donnée alors par ses deux pro- 
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jections, quand on a trouvé le point où le plan vertical 
mené par le sommet du cône , ou parallèlement à la géné- 
ratrice du cylindre, rencontre la projection horizontale 
de cette courbe , on rapporte ce point sur sa projection 
verticale , et l'on trouve un point de la projection verti- 
cale de la droite qui appartient au cylindre et au cône 
proposé : alors il ne reste plus qu'à mener cette droite 
suivant les conditions donnéee dans les articles préc.é- 
dens (*). 

Des Surfaces de révolution. 

78. La sphère dont nous nous sçmmes déjà beaucoup 
occupés , est engendrée par le mouvement d'un demi- 
cercle tournant autour de son diamètre ; il est évident 
qu'on pourra substituer au demi - cercle une courbe 
quelconque , tournant autour d'une' ligne prise dans 
son plan : les surfaces qui naîtront de-là , et que nous 
ferons connoître sous le nom de surfaites de révolu- 
tion , ont toutes une propriété commune , celle de don- 
ner lieu à des cercles par leurs intersections avec des 
plans perpendiculaires à l'axe de rotation. 

Chacune d'elles étant coupée par un plan quelconque 
passant par cet axe , donne sa courbe génératrice. Telles 



(* ) On a donné le nom de conrbe à double courbure à celles dont 
ttnis les points ne sont pas dans un même plan, parce qu'étant le ré- 
sultat de l'intersection de deux surfaces courbes , elles partagent la 
courbure de l'une et de l'autre. Ou rend cela sensible eu suppo- 
sant une courbe tracée sur uu plan, et que ce plan vienne à se gau- 
chir , ou qu'il soit roulé d'one manière quelconque ; alors la conrbe 
proposée prend une nouvelle courbure , qui résulte de celle que les 
•inconstances ou la volonté ont donnée au plan. 
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sont les propriétés caractéristiques des surfaces de révo- 
lution , et qui peuvent servir à les construire , ainsi qu'on 
va le voir. 

Nous supposerons d'abord que Taxe de rotation soit 
perpendiculaire au plan vertical ; il ,est clair que si l'on 
imagine un plan parallèle à celui-ci , il coupera la sur- 
face proposée suivant un cercle qui aura pour rayon 
l'ordonnée de la courbe génératrice. 

Pour exécuter cette construction , il n'y a qu'à imagi- 
ner le corps coupé par un plan horizontal , et passant 
par Taxe de rotation , la section qu'on obtiendra sera la 
courbe génératrice , qui , se trouvant dans un plan paral- 
lèle au plan horizontal, ne changera pas de nature étant 
projetée sur ce dernier, 
fig, 53. Soit donc K'N' cette courbe ; par le point proposé F 
on lui mène l'ordonnée M'N'; c'est le rayon du cercle 
qui doit contenir le point chérché. Puisque ce cercle est 
dans le plan vertical IN' M' M , passant par le point P', il 
aiira pour projection sur le plan vertical D AB un cer- 
cle de même rayon , et dont le centre sera en M", 
point de rencontre de l'axe de rotation avec ce plan. 
Rapportant maintenant le point P' en P , et élevant P?", 
on aura le plan vertical P' P P" qui coupera le cercle pro- 
posé en deux points P , dont les projections verticales 
seront P". 

79. Les surfaces que nous venons *de considérer sont 
déterminées par une seule courbe ; ily eu a d'autres pour 
lesquelles il en faut employer deux ou un plus grand 
nombre -, mais avant de donner quelques exemples de 
la génération de ces dernières, nous traiterons des inter- 
sections des premières entr' elles. 

■ " 1 
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Des Intersections des surfaces courbes* 

80. La méthode la plus naturelle et la plus générale 
pour construire les intersections des surfaces courbes, 
consiste à les imaginer coupées par des plans menés sui- 
vant certaines conditions. Lorsqu'on a déterminé les 
sections faites par un même plan dans chacune des deux 
surfaces courbes proposées , les points qui sont com- 
muns à ces deux courbes font nécessairement partie de 
l'intersection cherchée , puisqu'ils sont à-la-fois sur l'une 
des surfaces courbes et sur l'autre. 

Les plans coupans peuvent être menés parallèlement 
à l'un des plans coordonnés. Supposons que ce soit au 
plan vertical : il sera facile de construire les courbes sui- 
vant lesquelles ils rencontrent les surfaces proposées; car 
tous les points de ces courbes auront leurs projections 
horizontales dans la droite qui est la commune section 
du plan coupant qui les renferme et du plan horizontal , 
et comme ils sont placés sur des surfaces courbes dont 
Ja construction est connue, on pourra trouver la hauteur 
de chacun d'eux au-dessus de sa projection. Le plan 
coupant étant parallèle au plan vertical , on pourra rap- 
porter sur le second tout ce que le premier contient , 
sans que les lignes qui s'y trouvent changent de gran- 
deur ou de positions respectives ; et par conséquent on 
aura immédiatement dans la rencontre des sections tra- 
cées sur le plan vertical , la projection d'un point de l'in- 
tersection des surfaces proposées. 

En répétant les opérations indiquées , on trouvera 
autant de points qu'on voudra de cette intersection. 

La méthode que nous venons d'exposer peut s'étendre 
à toutes les surfaces courbes en général ; mais on voit 

E4 
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qu'elle exigera presque toujours qu'on construise deux 
courbes pour trouver chaque point des intersections de 
ces surfaces» et il arrive dans beaucoup de cas qu'en 
choisissant les plans coupans d'une manière convenable , 
les sections à construire ne sdht que des lignes droites ou 
des cercles, et par conséquent n'exigent qu'une opéra- 
tion pour trouver tous leurs points. C'est en se rappro- 
chant le plus qu il est possible de la génération des sur- 
faces dont on cherche la rencontre , qu'on parvient à 
des constructions simples et faciles ; et l'on en obtiendra 
de telles en renonçant ouelquefois au système des plans 
coupans pour employer des surfaces courbes, dont les 
sections avec chacune des proposées soient aisées à dé- 
terminer. 

Des exemples particuliers rendront très-claires ces no- 
tions générales, qui peuvent d'abord paroître compli- 
quées , et montreront comment il faut se conduire dans 
les cas dont on ne parlera point ici.- 

81 . Problème. Construire l'intersection d'un cylindre 
et d'une sphère. . 

On prendra pour plan des projections horizontales , 
un plan parallèle à la ligne génératrice du cylindre , et 
pour plan vertical celui qui est perpendiculaire à cette 
ligne. 

Si on imagine ensuite que les plans coupans soient pa- 
rallèles au plan horizontal , ils rencontreront le cylindre 
dans des lignes droites parallèles à son axe, et la sphère 
suivant des cercles dont le centre sera projeté au même 
point du plan horizontal que son centre ; les rayons de 
ces cercles seront faciles à trouver par ce qui a été dit 
n°. 63. 

Cette construction peut s'exécuter facilement à l'aide 
des notions qui ont précédé cet article , aussi trouvera- 
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t-on ici peu de détails; car nous croyons devoir aver- 
tir , cette fois pour toutes les autres , que lorsqu'on a 
indiqué comment il falloit mener les plans ou les lignes 
qui résolvent la question , on s'est cru dispensé d'expli- 
quer de nouveau des procédés qui font partie des ques- 
tions déjà résolues. 

Dans le cas dont il s'agit ici , on a mené des droites Gg. 54. 
g" i" parallèlement à A B dans le plan vertical ; elles sont 
Jes communes sections de ce plan avec les plans coupans 
qu'on suppose horizontaux -, g"i"est évidemment le rayon 
dû cercle suivant lequel ces plans rencontrent la sphère 
dont le centre est projeté en E" sur le plan vertical, et 
en E' sur le plan horizontal. 

Les points P" r et P" 3 , où la ligne g"i" rencontre la 
base du cylindre , sont les projections verticales de 
deux droites qui se trouvent sur sa surface , et qui sont 
coupées chacune en deux 'points par le cercle de la 
sphère compris dans le plan horizontal mené par g" i". 

Par conséquent , du point E' comme centre et d'un 
rayon égal à g'T, on décrit un cercle ; les points p', , p' 3 , 
P',, P' 3 , où il rencontre les projections des droites dont 
on vient de parler , appartiennent à l'intersection cher- 
chée de la sphère et du cylindre. 

Par le même procédé , on déterminera autant de 
points qu'on voudra de cette intersection ; mais ceux 
qu'il faut s'attacher spécialement à prouver les premiers , 
sont ses limites. Ainsi , dans l'exemple qui nous occupe , 
le cylindre pânètre entièrement la sphère , et par con*~ 
séquent il la rencontre deux fois, savoir, à son entrée et 
à sa sortie : chaque opération donne à-la-fois des poinfs 
de l'une et de l'autre de ses sections , qu'il ne faut pas 
confondre ensemble , et c'est à quoi on parviendra en 
se représentant la situation respective de ces deux corps. 



■ 
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54. On Yoit alors que la plus grande largeur des section» 
doit se trouver dans le plan coupant mené par l'axe du 
cylindre ; que les points placés au-dessous de ce plan 
sont ceux où les sections s'approchent le plus l'une de 
Fautre , et qu'au contraire les points qui sont au-dessus y 
appartiennent aux branches des sections les plus éloi- 
gnées. 

A l'aide de ces considérations , on sentira aisément 
que P', P' 3 P' 4 P' 2 est la projection sur le plan horizontal 
de l'entrée du cylindre dans la sphère , et p' t p' 3 p' 4 p' a y 
celle de la sortie : quant à la projection verticale , eHe 
est commune à toutes deux j c'est le cercle qui sert de 
base au cylindre sur le plan vertical. 
55 % La Ggure suivante représente avec les mêmes lettres le 
cas où le cylindre n'entreroit pas de tout son diamètre 
dans la sphère. Il est évident que les points L" \ et L" a 
donnent alors les limites ,* et que la section est uni- 
que (*). 

82. Problème. Trouver les projections de la courbe 
qui est l'intersection d'une sphère et d'un cône. 

On fera passer les plans coupans par le sommet du 
cône, et on les supposera perpendiculaires au plan ho- 
rizontal ; par ce moyen les sections faites dans ce cône 
seront des lignes droites faciles à déterminer , et celles 
de la sphère seront des cercles dont on trouvera le cen- 
tre et le rayon par k procédé du n°. 63. 

En voilà assez pour mettre ceux qui sont familiarisés 
avec les constructions que nous avons données , à portée 

(*) Dans l'un et l'autre exemple les sections ne sont , analytiqnv 
tnent pariant, qu'une même courbe, donnée par une «eule éqn* 
tion. 
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de résoudre le problême proposé ; nous ferons seulement ' 
remarquer un procédé analogue à celui du n°. 70 , par 
lequel on abrège j|n peu l'opération. 

Soit menée dans le plan horizontal la droite S' K' qui fig. 56. 
représente la commune section de ce plan et du plan ver- 
tical passant par le sommet du cône , point dont les pro- 
jections sont en S' et S"; au lieu de rabattre le dernier 
plan en le faisant tourner autour de S'K', qu'on le trans- 
porte sur D A B , en couchant la ligne S' K' sur AB , de 
manière que Je point S' tombe en S ; alors en prenant 
Sk=S'K', on pourra mener les droites S"k, qui seront 
les sections du cône , par le plan coupant (75) : faisant 
ensuite m g = S' G' , le point g sera la position du cen- 
tre du cercle dans lequel la sphère rencontre le plan 
coupant; car il répond au-dessus de G' à une hauteur 
égale à celle du centre de cette sphère qu'on voit pro- 
jeté en E' et E" : enfiu le rayon de ce cercle est g h égal à 
G' H' (6*3). 

Les points p où le cercle dont on vient de parler coupe 
les droites S"k , appartiennent à l'intersection du cône 
et de la sphère proposés. Ils sont au nombre de quatre , 
deux se trouvent sur la courbeformée par l'entrée du cône 
dans la sphère , et deux sur celle qui résulte de sa sortie. 
On appliquera ici les observations que nous avons faites 
pour le cas du cylindre. 

Les points p sont placés dans le plan coupant ; pour 
avoir leurs projections, il faut prendre S' P' égal à p i , 
et le point P' sera la projection sur le plan horizontal : 
élevant ensuite P'P" perpendiculaire à AB, la projection 
verticale P" se trouvera à la rencontre de cette droite et 
de p i ; car le point p étant pris dans un plan vertical , 
est à la même hauteur que sa projection sur tout autre 

plan vertical. 

1 
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fig. 56. Afin de ne pas compliquer la figure, l'opération n*a 
été exécutée que sur un seul des pointe p ; mais elle au- 
roit lieu de la même manière sur les trois autres. 

Quoique la base du cône représenté dans la figure , 
soit un cercle , comme on n'a employé aucune des pro- 
priétés qui le caractérisent , on voit que la construction ; 
précédente s'étendroit à tout autre cas. 

35. Problème. Construire l'intersection de deux cônes. 

Nous supposerons , pour plus de simplicité , que les 
cônes proposés aient leurs bases sur un même plan , c'est- 
à-dire , qu'on connoisse la courbe suivant laquelle chacun 
d'eux coupe l'un des plans coordonnés, l'horizontal , par 
exemple : on verra bientôt que la question peut toujours 
être ramenée à cet état. 

Cela posé , j'imagine un plan passant par la ligne qui 
joint les sommets des cônes proposés, et tournant autour 
de cette ligne ; ce plan dans chacune des positions où il ren- 
contrera les cônes, les coupera suivant des lignes droite* , 
qui seront en général au nombre de quatre , savoir, deux 
pour l'un , et deux pour l'autre : et comme elles sont 
toutes dans un même plan , celles qui appartiennent au 
premier rencontreront leurs correspondantes sur le se- 
cond dans des points qui feront partie de l'intersection 
de ces surfaces. 

fig. 57. Soient S' et S", s/ et s", les projections des sommets 
des cônes ; F' F' et F F , les courbes qui leur serrent 
de base sur le plan horizontal ; E' le point où la ligne 
qui passe par les sommets des cônes proposés rencontre le 
plan horizontal ; il est évident que le plan coupant dans 
toutes ses positions doit toujours passer par ce point. 

Je mène ensuite la droite E' F' à volonté, mais de 
manière cependant qu elle rencontre les deux bases de» 
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cônes , et je regarde cette ligne comme la commune sec- u o- ^7- 
tion du plan coupant et du plan horizontal. 

Je construis (75) les projections des lignés menées 
des points F' au sommet du premier cône , et des points f 
au sommet du second ; ces lignes étant respectivement 
les projections des génératrices des deux cônes proposés 
situées dans le même plan , leurs rencontres marquées 
sur chacun des plans coordonnés par les chiffres 1,2, 
3, 4, seront des points de l'intersection demandée. 

En jetant les yeux sur la deuxième figure , on conce- 
vra facilement que l'un des cônes proposés pénètre l'autre, 
et que des quatre points qu'on trouve par la construction 
précédente , deux appartiennent à l'entrée , et les deux 
autres à la sortie du cône pénétrant, 

84-. Corollaire premier. S'il s'agissoit de trouver l'in- 
tersection d'un cône et d'un cylindre , il faudroit imaginer 
par le sommet du cône une droite, menée parallèle- 
ment à la génératrice du cylindre ; alors tous les plans 
passans par cette ligne, couperoie'nt le cylindre et le 
cône proposés suivant des droites , et la construction 
aeroit la même "que dans le cas précédent. 

85. Corollaire IL Enfin si on demandoit l'intersec- 
tion de deux cylindres , il faudroit les imaginer coupés 
par des plans parallèles à leurs génératrices , et on cons- 
truiroit d'une manière analogue à celle qui a été em- 
ployée pour les cônes, si ces cylindres avoient leurs bases 
sur un même plan* * 

En effet , on détermineroit (21 et 56) la ligne suivant 
laquelle un plan parallèle aux génératrices , rencontre- 
roit le plan horizontal (*) ; et on mèneroit ensuite tant 



(*) Pour construire un plan suivant ces condition», U snflit d'ima- 
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de lignes qu'on vouloir parallèlement à cellé-ci. Les 
points où elles couperoient les bases de* cylindres pro- 
posés seroient placés sur des génératrices prises dans le 
même plan, et dont on construiroit les projections (76); 
leurs rencontres mutuelles détermineroient des points de 
la section demandée. 

86. Remarque. Nous ne saurions entrer ici dans le 
détail des procédés qu'on pourroit adopter pour les 
différens cas particuliers qui peuvent se présenter. Cet 
objet n'a d'ailleurs aucune difficulté, et quand on s'est 
habitué au genre de considérations qu'il comporte , on 
trouve soi-même les simplifications dont les méthodes 
générales peuvent être susceptibles. 

Nous avons supposé que les bases des cônes ou des 
cylindres proposés étoient sur un même plan ; quoique 
cela n'arrive pas toujours, on peut l'obtenir facilement, 
puisqu'il n'est besoin que dé prolonger jusqu'à la ren- 
contre du plan horizontal les génératrices construites 
comme on l'a vu (76). 

On pourroit même se passer de cette opération pré- 
paratoire , en menant effectivement les plans coupans 
suivant les conditions données , et en déterminant leur 
rencontre avec les courbes qui servent à diriger les 
mouvemens des droites génératrices ; mais ce moyen 
n'est guère commode , sur- tout quand les courbes dont 
il s'agit ne sont pas planes. 

Voici un cas particulier qui peut être intéressant, celui 
de deux cylindres droits. 



giner par un point quelconque deux lignes respectivement parallèles 
à chacune des génératrice*, elles détermineront (56) le plan de- 
mandé, j 
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Nous prendrons pour plan horizontal un plan parallèle 
à-la-fois aux deux axes de ces cylindres, et deux plans ver- 
ticaux , respectivement perpendiculaires à chacun de ces 
axes. 

Cela posé, si on conçoit ces cylindres coupés par des fig. 58. 
plans horizontaux, les sections résultantes seront des 
droites parallèle* aux axes -, mais E" F" étant la rencontre 
du pian vertical DAB avec un plan coupant , F"F' et E"E' 
seront les sections de ce plan et du premier cylindre , 
projetées sur le plan horizontal : on trouvera celles qu i 
leur correspondent dans le second , en menant , dans 
le plan vertical dab perpendiculaire à l'axe du second 
cylindre* f e parallèle à a b, et éloignée de cetteligne d'une 
quantité égale à la distance de E" F" à A B. Il est clair que 
f e sera la rencontre du plan coupant avec celui de la base 
du second cylindre; et par conséquent ee' et f f ' seront 
les lignes demandées, qui rencontreront leurs correspon- 
dantes E" E', F"F', dans le premier , aux points 1, 2, 3, 4, 
appartenans à la projection horizontale de la commune 
section demandée. Quanta la projection verticale , elle se 
trouve sur le cercle qui sert de base au premier cylindre. 

Si l'on demandoit la courbe qui seroit l'intersection d'un 
plan quelconque et d'une surface cylindrique ou conique, 
on pourroit appliquer les méthodes précédentes à ce cas 
particulier j car un plan appartient également à la famille 
des surfaces coniques ou à celle des surfaces cylindriques, 
puisqu'il peut êtretagendré par une droite assujettie à 
glisser le long d'une autre , et à passer constamment par 
un même point pris hors de cette droite , ou à se mou- 
voir parallèlement à elle-même. Nous ne nous arrêtons 
donc point sur ce sujet, qui d'ailleurs est susceptible de 
simplifications particulières très-aisées à découvrir , en 
choisissant convenablement les plans coordonnés. 



8o COMPLÉMENT 

Nous observerons en général que l'intersection d'une 
surface courbe et d'un plan quelconque peut toujours 
se construire facilement, puisque quel que soit le système 
des plans coupans, leurs rencontres avec le plan pro- 
posé seront toujours des lignes droites faciles à dé- 
terminer. 

87. Problème. Construire l'intersection de deux sur- 
faces de révolution , dont les axes sont dans un même 
plan. 

Ce cas particulier, mais cependant assez étendu , mé- 
rite d'être traité avec quelque détail , parce qu'il offre 
l'exemple d'un procédéqu'onptut employer souvent avec 
avantage. • 

Pour construire les intersections des surfaces, nous 
avons employé jusqu'ici des plans coupans : ce choix est 
en effet le plus simple qu'on puisse faire ; mais il est aisé 
de s'appercevoir que l'esprit de la méthode consiste à 
couper les deux surfaces proposées par une troisième. 
Les sections qui en résulteront se trouvant placées sur 
celte dernière , se rencontreront nécessairement si les 
premières ont un point de leur commune section situé dans 
cette surface. 

Cela posé, on voit qu'une sphère dont le centre seroit 
placé au point de rencontre des deux axes des surfaces de 
révolution proposées, pourroit être alternativement con- 
sidérée comme engendrée par la révolution d'un de ses 
grands cercles autour du premier a^e et autour du second. 

Deux surfaces de révolution qui ont le même axe ne 
peuvent se rencontrer que dans un cercle dont le plan 
est perpendiculaire à cet axe , et qui a pour rayon la dis- 
tance de cet axe au point où les*génératrices prises dans 
un même plan se rencontrent. 

A l'aide de ces considérations , rien n'est plus facile 

que 
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tjue de construire la commune section des deux surfaces 
de révolution qui ont leurs axes dans le même plan. 

SE et S F étant les axes , EX et FY les courbes géné- fig. 5g. 
ratrices ; du point S comme centre et d'un rayon pris à 
volonté, on décrit un cercle MN qui appartient à une 
sphère dont le centre est en S , et qu'on peut regarder 
comme engendrée par la révolution de ce cercle autour 
de l'axe SE; le point N dans ce mouvement produit un 
cercle qui est la commune section de la sphère et de la sur- 
face qui a pour génératrice EX. Le plan de ce cercle est 
perpendiculaire à celui de la Ggure et passe par N H. En 
raisonnant de même on verra que la surface décrite par FY 
autour de S F , est coupée par la sphère dont on vient 
de parler suivant un cercle qui a pour rayon GM , et dont 
Je plan est perpendiculaire au plan de la figure; le 
point P sera donc la projection horizontale d'un point 
de l'intersection des deux surfaces de révolution pro- 
posées. ( 

Le procédé étant répété fera connoître autant de points , 
qu'on voudra de cette projection : quant à la projection 
verticale , on la construira par les hauteurs comme dans 
le problême du n°. 4a , et avec lequel celui-ci a le plus 
grand rapport. On peut en effet arriver à la solution parle 
moyen de deux cônes qui , ayant même sommet , se 
coupent dans toute leur étendue suivant une ligne droite, 
laquelle rencontre aussi lessurfaces de révolution ; et par- 
là on appliquera tout ce qui est dit dans le n°. cité et dans 
le suivant, à la question dont il s'agit ici. 

88. Remarque. Pour donner quelques applications des 
problêmes précédens, nous allons énoncer plusieurs ques- 
tions qu'on peut résoudre par leur moyen, et sur lesquelles 
51 peut être utile de s'exercer. 

i°. Supposons que connoissant les distances d'un poiat 
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à trois droites données de position , on demande lespro- 
jections de ce point. Il est évident qu'en prenant chacune 
des lignes données pour l'axe d'un cylindre droit, dont 
le rayon seroit la distance de cette ligne au point cherché, 
chacun des cylindres ainsi formé» doit contenir ce point ; 
il ne peut donc être qu'à leur intersection. 

Mais pour trouver la rencontre de trois cylindres, il 
faut d'abord chercher les projections de la courbe suivant 
laquelle se coupent deux quelconques d'entr'eux , pui» 
déterminer ensuite les rencontres de cette courbe et du 
troisième , ou , ce qui revient au même , construire les 
projections de l'intersection de ce dernier avec un de 
ceux déjà employés *, on aura ainsi deux courbes qui 
détermineront par les points où elles se rencontreront , 
ceux qui sont communs à la fois aux trois cylindre» 
proposés. 

Ces deux courbes étant données par leurs projec- 
tion», les points où celles-ci se rencontrent seront le» pro- 
jections des points demandés. 

Il est nécessaire d'appliquer au cas présent ce qui a été 
dit pour les lignes droites (19). 

Toutes les opérations qu'on vient d'indiquer peuvent , 
être exécutées facilement par ceux qui auront compris ce 
qui précède, et n'auront d'autre inconvénient que leur 
longueur, capable de rebuter peut-être les personne» qui 
ont peu d'habitude de la règle et du compas ; au reste , 
nous dirons ici , pour ceux qui connoissent l'analyse, que 
la question proposée est en général du huitième degré et 
à trois inconnues ; il n'est donc pas étonnant que le 
procédé soit compliqué. 

11 se présente un cas assez simple, que nous invitons 
nos lecteurs à construire d'abord; c'est celui où les troi» 
droites donnée» sont parallèle* à un même plan qu'on 
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choisira alors pour plan horizontal , et la construction 
sera celle qu'on a donnée plus haut (85). 

2°. Supposons qu'un objet D placé en l'air, un ballon, fig. C«- 
par exemple, soit vu à lafoisdetroispoints donnés E,G,F', 
et qu'on observe dans chacun l'angle que fait le rayon 
visuel mené au point D avec la verticale ; on pourra 
trouver la hauteur de ce point, et sa projection sur le 
^Jan horizontal, de la manière suivante : 

On choisira pour plan horizontal le planP'Q', qui v 
passe par un des points donnés F'; et puisque la situation 
des points G et £ est connue , on aura leurs projections 
G' et E' sur ce plan. 

Cela posé , concevons que l'un des rayon s visuel s DE, 
par exemple , tourne autour de la verticale E' M qui lui 
correspond , en faisant constamment avec elle le même 
angle; il engendrera un cône droit sur la surface duquel 
se trouvera nécessairement le point D. En appliquant 
ce raisonnement aux deux autres points F' et G , on aura 
trois cônes qui contiendront le point cherché; il sera 
donc placé à leur intersection. 

Ici, comme dans l'exemple précédent, on cherchera 
les projections des intersections de l'un des cônes avec 1 
chacun des deux autres j et nous avons donné des métho- 
des applicables à cette détermination. Mais les cônes pro- 
posés ayant leurs axes perpendiculaires à un même plan , 
et étant droits , il sera commode de prendre les plans 
coupans parallèles à celui-ci : il en résultera , pour les 
sections de chaque cône , des cercles dont le rayon sera 
la perpendiculaire menée par le point de l'axe où passe le 
plan coupant, et terminé à la rencontre du côté ; et les 
cercles ainsi trouvés seront égaux à leur projection sur 
le plan horizontal. Ces détails suffisent pour achever 
la construction. , 

F 2 
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II est aisé de voir que ce dernier procédé convient éga- 
lement à des surfaces de révolution , dont les axes sont 
perpendiculaires à un même plan. 

3°. Supposons, pour la dernière question , qu'un ob- 
servateur placé dans un ballon veuille déterminer sa si- 
tuation , en mesurant les angles que font entr'eux les 
rayons visuels menés à trois points dont la position res- 
pective est donnée. 

60. Dans ce cas , on connoît les angles E D F' , G D F' et 
G DE, ainsi que la position respective des trois points 
G , F' et E : nous supposerons qu'on ait pris pour plan 
horizontal celui qui est déterminé par les trois points pro- 
posés : on a donc alors la base et les angles des arêtes 
d'une pyramide , et on demande la projection de son 
sommet sur sa base , ainsi que sa hauteur. 

61. Soit GEF le triangle de la base •, imaginons qu'on ait 
décrit sur EF un segment de cercle EKF, capable de 
l'angle donné EDF' ; ce segment en tournant autour de 
EF engendrera un corps qui contiendra sur sa surface 
tous les points de l'espace , tels que menant de chacun 
d'eux des lignes aux points E et F , elles feront un angle 
égal à l'angle donné ; le point D sera donc sur cette sur- 
face. Ce raisonnement étant appliqué à chacun des côtés 
GF et GE , fera connoître deux autres surfaces de révo- 
lution, engendrées de la même manière, et contenant aussi 
le point cherché ; ces surfaces auront leurs axes dans le 
même plan , et on en déterminera les intersections par 
le procédé du n°. 87 ", les points' de rencontre des projec- 
tions horizontales de ces intersections détermineront le 
point H , qui sera la projection du sommet de la pyra- 
mide sur le plan de la base , et la hauteur sera donnée 
par la jnême opération. 

Remarque. Ce problême mis en analyse offre des résulr 
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tats intéressans, et les formules données par Lagrange fig 61. 
dans les Mémoires de l'Académie de Berlin , année 1775 , 
conduisent à l'équation d une manière très-simple. Les » 
considérations géométriques qui ont servi à le résoudre 
étant traduites en langage algébrique, mènent à leur 
tour aux expressions trouvées par cet illustre Géomètre. 

Ce problème est en général du huitième degré : on 
peut cependant dans sa construction réduire le nombre 
des solutions à quatre ; car les corps qu'on emploie , 
considérés dans toute leur étendue , sont produits par la 
révolution d'un cercle entier autour de sa corde ; mais la 
partie engendrée par un des segmens appartient aux 
points dont les rayons visuels font des angles qui sont les 
supplémens de ceux que donne la partie engendrée par 
l'autre segment. 

Ainsi , dans la construction on n'emploiera que le seg- 
ment EKF; car l'autre segment EkF appartient à un 
angle qui est le supplément de FDE (fig. 60 ) (*). 

Suite de la génération des Surfaces courbes : 

89. Nous avons parlé dans les articles précédens d© 
la génération et des intersections des surfaces dont la 
construction dépend d'une seule courbe *, nous allons 
maintenant passer à celles qui exigent le concours de 
plusieurs. Nous commencerons par les surfaces compo- 
sées de lignes droites. 

Pour déterminer le mouvement d'une droite , il faut 



(*) C'est par la solution de ce problème , que je dois à un élève 
de l'Ecole de Méiières, où Monge professoit, que j'ai eu conaois* 
sance de la méthode donnée, a 9 , 87. 

F3 
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trois conditions ; car dire que là ligne droite génératrice 

est assujettie à passer constamment par un point donné 

_ dans le cas du cône , ou à être parallèle à une même li- 
gne dans la génération du cylindre , cela équivaut à deux 
conditions. En effet, un point est donné par ses deux 
projections j.il en est de même d'une ligne ; la coexis- 
tence de ces données offre donç évidemment deux con- 
ditions : la courbe suivant laquelle se meut la ligne géné- 
ratrice est la troisième.' 

Pour donner quelque» exemples d'une surface engen- 
drée par le mouvement d'une ligne droite assujettie à pas- 
ser par deux lignes données , supposons d'abord que la 
première de celles-ci soit une droite verticale, et la 
deuxième une courbe quelconque , donnée par ses pro- 
jections. Le mouvement de la ligne génératrice ne sera 

62. pas encore entièrement déterminé;, car soient X M et 
£E',la courbe et la ligne donnée ; tandis que la ligne 
génératrice E M est fixée par un de ses points sur la 
courbe X M , elle peut tourner autour de ce point , et 
parcourir ainsi tons ceux de la ligne EE\ II faut donc 
ajouter une nouvelle condition , et parmi toutes celles 
qu'on peut choisir, nous supposerons que la ligne EM 
rebte constamment horizontale, c'est-à-dire, que 
le point M et le point E soient toujours à même hau- 
teur. 

La construction de cette surface est on ne peut pas 
plus facile ; car il n'y a qu'à faire passer par la ligne 
donnée E E', et par le point P', choisi arbitrairement sur 
le plan horizontal BAC, un plan vertical qui coupe la 
eourbe donnée en M , l'ordonnée MM' sera la hauteur 
du point P au-dessus de sa projection horizontale. 

90. Nous donnerons encore un autreexemple de sur- 
faces analogues : nous concevrons que deux courbes XM , 
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xm, soient perpétuellement coupées par un planDF assu- «S 
jetti à passer constamment par une ligne verticale AD. Si 
on joint par une droite indéfinie Mm les deux points où ce 
plan , dans chacune de ses positions , rencontre les courbes 
proposées, XM et xm , l'ensemble des droites, ainsi dé- 
terminées, formera une surface courbe facile à consr 
truire par tout ce qui précède. 

Nous ne nous arrêterons pas à détailler l'opération ; 
nous remarquerons que le cas Je plus simple est celui où 
Jes deux lignes courbes X M et x m sont remplacées par 
deux lignes droites , et alors la surface proposée est 
celle qui est engendrée par le mouvement d'une ligne 
droite assujettie à glisser le long des trois autres. On voit 
par-là combien cette surface est aisée à construire , en 
choisissant les plans coordonnés , de manière qu'il y en 
ait un qui soit perpendiculaire à l'une des droites don* 
nées. 

En général le mouvement d'une ligne droite sera déter- 
miné toutes les fois que cette ligne sera assujettie à glisser 
le long de trois courbes données. Les surfaces dont nous 
venons de parler ne sont que des cas particuliers de 
celles qui naîtroient de ce mouvement ; toutes sont com- 
prises sous le nom de surfaces gauches ; le coin, conoïde 
• de Wallis est une de ces surfaces- (*). 

■ ■■■■' »." 

4 

(*) Voici sa génération : B D E' étant un quart de cercle situé Cg. 64. 
dans un plan vertical et parallèle à la Jigne A C , si on conçoit qn'on 
second plan vertical perpendiculaire à cette ligne se menve parallè- 
lement à lui-même , et qn'on Joigne par des droites CF les points où 
il rencontre la ligne AC et l'arc DE', dansj:hacuue de ses positions, 
l'ensemble de ces droites sera la surface dont il s'agit. 

Onvoit que le corps terminé par cette surface et par les plans DAB, 
BAC, donne des triangles rectangles tels qne FG'F' , lorsqu'on le 
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9 1 » Les deux dernières familles de surfaces que nous 
venons de considérer, quoique composées de lignes 
droites, diffèrent essentiellement du cône et du cylin- 
dre. En effet , ceux-ci peuvent se développer , c'est-à- 
dire , s'étendre sur un plan , sans déchirement ni dupli- 
cature; car on peut concevoir le cône comme composé 
de plans infiniment longs et infiniment étroits ; et si on 
imagine que chacun de ces plans tourne autour de sa 
commune section avec le plan consécutif comme autour 
dune charnière, il pourra être rabattu sur celui-ci. On 
peut se rendre cette vérité sensible en substituant par la 
pensée au cône une pyramide d'un très grand nombre de 
faces, et l'on verra aisément qu'à quelque point que se 
multiplient ces faces , la proposition ne cessera pas 
d'avoir lieu *, elle conviendra donc au cône qui enveloppe 
toutes ces pyramides. Un pareil raisonnement s'appli- 
queroit au cylindre , en substituant des prismes aux py- 
ramides ; mais les surfaces dont nous avons parlé n°.8q , 
ne jouissent pas de cette propriété ; oar toutes les lignes 
droites qui les composent doivent se croiser dans leur 
direction en passant l'une au-dessus de l'autre dans la 
, ligne E E' sans se rencontrer. Or , d'après ce qui pré- 
cède, pour qu'une surface soit développable , il faut 
que les lignes droites qui la forment se rencontrent au 
moins deux à deux. Il en sera de même du genre de sur- 
faces considéré n°. 90 , dans tous les cas, excepté ceux où 



coupe par des plans perpendiculaires à A C. Il n'est d'ailleurs que la 
huitième partie de celui que renferme la surface qu'on vient de dé» 
crii e , lorsqu'elle est complète ; car il est évident qu'il faut prendre 
le cercle entier au !ieu du quart DBE 1 , et prolonger les génératrices 
T G' au-dessous du plan B A C , au-delà de A C. 
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par la nature et la position des courbes X M et x m , fig. 63, 
elle se réduit à un plan ou à un cône. 

92. L'idée du développement a été produite parla 
considération des corps terminés par des plans. Toutes 
les surfaces des corps de ce genre peuvent se dévelop- 
per ; mais cependant il existe entr eux à cet égard des 
différences sur lesquelles il convient d'insister. 

Quand on considère une pyramide, abstraction faite 
de sa base , on voit que Je développement peut s'en faire 
sur le plan de l'une de ses faces , et que par ce moyen 
les autres viendront se ranger à la suite de celle-là, sans 
qu'il y ait entr'elles aucun espace vide, aucune solution 
de continuité. Il en sera de même d'un prisme lorsqu'on 
fera abstraction de ses bases : et on doit toujours le 
faire ; car les bases d'un prisme ou celles d'une pyra- 
mide, ne sont autre chose que des termes que l'imagina- 
tion ou le besoin mettent à des corps indéfinis. 

Si maintenant on applique ce raisonnement à un corps 
d'une autre nature , un icosaèdre ou un dodécaèdre, par 
exemple, on verra qu'il ne sauroit leur convenir, et 
qu'il y aura des vides entre les diverses parties de leurs 
développeraens. 

Mais les prismes et les pyramides ne sont pas les seuls 
corps dont on puisse développer les surfaces sans solu- 
tion de continuité ; la notion du développement fait voir 
qu'il aura lieu toutes les fois que la surface proposée sera 
formée de plans angulaires indéfinis, joints les uns aux 
autres par des arêtes aussi indéfinies , quand même ces 
angles n'auroient pas leur sommet au même point. 

Il est aisé de se représenter la figure du corps dont les 
faces seroient les plans angulaires MRM r , M r R r M a , fig. 65. 
M a R a M 3 , réunis deux à deux par un de leurs côtés , et 
inclinés d'une manière quelconque les uns à l'égard dej 
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fig. 65. autres. Il devient une pyramide lorsque tous les sommets 
des angles R , R, , R a , &c. se confondent et un prisme 
s'ila s'éloignent indéfiniment; car alors les arêtes MR, 
M f R,> M a R a ,&c. sont parallèles. 

g3. Concevons un plan assujetti à se mouvoir suivant 
une certaine loi , telle, par exemple, que d'être constam- 
ment perpendiculaire à une courbe à double courbure 
donnée X Z ; soit P M N une des positions de ce plan , 
P,M I N, une seconde position consécutive à la pre- 
mière , et qui la rencontre suivant la ligne M, N, ; soit 
encore P a M a M a une troisième position consécutive aux 
deux autres dont larencontre avecla dernière soit M a N a *, 
enfin soit P 3 M 3 M 3 une quatrième position du plan dans 
laquelle il rencontre la troisième suivant la ligne M 3 N 3 ; 
on xoit que de cette manière on formera un corps à fa- 
ces planes terminées par des lignes droites, telles que 
M N , M, N, , M ft , îS a , M 3 N 3 , &c qui sont deux à deux 
dans un même plan, et qui par conséquent se rencon- 
trent. Il est clair que ce corps peut se développer en fai- 
sant Jpurner chacune de ses faces autour de sa commune 
section avec la face qui la précède, jusqu'à ce quelle 
arrive dans son plan. 

Telle est la manière la plus générale dont puisse être 
conçue une surface développable -, car quoique nous 
n ayons considéré qu'un corps terminé par un nombre 
fini de plans, on peut imaginer qu'ils soient multipliés 
autant qu'on le Voudra , sans que la propriété que nous 
venons d'énoncer cesse d'avoir lieu -, et il en sera de ce 
• passage comme de celui du contour des polygones à la 
circonférence du eercle : la multiplication indéfinie des 
faces des corps que nous considérons, conduira à une 
surface courbe à laque lie conviendront les résultats qu* 
nous venons de trouver. 



% 
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Le cône et le cylindre s'en déduisent comme cas par- fig. 
ticuliers , ainsi qu'on va le voir. En effet , il suit de la 
génération d'une surface déyeloppable quelconque , que 
les droites MN, M,N, , M a N a , &c. la touchent dans 
toute leur longueur , et se rencontrent deux à deux aux 
points R , R, , &c. -, la suite de ces points appartient à 
une courbe que nous nommerons arête de tebroussement 
de la surface proposée , parce que cette surface ne s'étend 
point dans l'espace déterminé par la concavité de cette 
courbe, mais elle forme deux nappes qui passent d'un 
côté et de l'autre de cette limite. Si tous les points R , 
R f , R a , &c se confondoient en un seul , la surface pro-? 
posée seroit celle d'un cône ; elle deviendroit un cylin- 
dre, si tous ces points de concours s'éloignoient indéfi- 
niment, et que les lignes M, N, , &c. fussent parallèles 
entr'elles. Dans ce cas la courbe X Z à laquelle le plan 
générateur doit être perpendiculaire dans toutes ses po- 
sitions est une courbe plane. En effet , le plan généra- 
teur dans chacune de ses positions , se trouvant perpen- 
diculaire à un même plan, celui de la courbe donnée , 
ses interséctions successives seront aussi perpendiculai- 
res à ce plan , et par conséquent parallèles entr'elles. 

La courbe RR,R a , &c, pourroit servir à la génération 
de la surface proposée ; car celle-ci résulte de l'ensemble 
des tangentes de cette courbe , et il n'y a pas de surface 
développable qu'on ne puisse imaginer produite de cette 
manière. 

Si la courbe RR,R ai &c.étoit plane, la surface engen- 
drée par toutes ces tangentes ne seroit autre chose que 
le plan dans lequel cette courbe est située (*). 



(*) C'est Monge qui a nommé cette courbe arite de rebrousstmcnt 
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g4. Nous terminerons cette énumératîon de quelques 
surfaces courbes , par celle-ci , qui n'est qu'une généra- 
lisation de la surface connue dans les arts sous le nom 
d'anneau ou surface annulaire, 

66. Concevons qu'un plan P Q soit assujetti à avoir tou- 
jours un point déterminé M sur la courbe XZ donnée dans 
l'espace , et à se mouvoir perpendiculairement à cette 
courbe, ou, si l'on veut , parallèlement à un autre plan 
donné de position : une courbe G H tracée sur ce plan 
engendrera dans le mouvement que nous venons d'établir, 
une surface courbe qui aura la figure d'un anneau, si la 
courbe G H est un cercle ; la partie ombrée de la figuré 
offre l'image d'une portion de cette surface. 

Le cas le plus simple est celui où la courbe XZ 
(Jîg. 66) , située toute entière dans le plan horizontal , 

67. est un cercle , et la courbe G H , un autre cercle placé 
dans le plan vertical DAH', ayant son centre O' tou- 
jours sur la circonférence X'Z', qu'on suppose décrite 
du point A comme centre : tel est l'anneau ordinaire. 

On voit que cette surface est en même temps du nom- 
bre des surfaces de révolution ; car elle est produite par 
un cercle G'PH' tournant autour d'un axe AD pris en 
dehors , mais dans son plan. 

Ce seroit ici le lieu de traiter des intersections mutuel- 
les des divers genres de surfaces courbes que nous ve- 
nons de considérer , mais de semblables détails passent 
les bornes que nous nous sommes prescrites (*). 



it la turface déreloppable , dans le IXe et le X. volume des Mémoires 
des Savans Etrangers , où il a traité ce sujet analytiquement , avec 
beaucoup d'étendue : nous y renvoyons ceux de nos lecteurs qui 
voudroient l'approfondir davantage. 
(♦) J'ai donné dans le cinquième chapitre du premier volume du 
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Nous terminerons par quelques principes sur la ma- 
nière de développer les surfaces qui sont susceptibles de 
cette opération , et sur celle de mener des tangentes aux 
surfaces courbes en général. 

Du développement des Surfaces. 

g5. Lorsqu'on développe une surface , on a pour but 
de rapporter sur un seul plan les courbes qu'on a consi- 
dérées sur cette surface ; par exemple , on développe 
un cylindre pour y tracer plus commodément un filet de 
vis. On sent aisément que pour exécuter ce développe- 
ment , il faut rapporter les courbes proposées sur la sur- 
face qui les contient, à des données qui ne changent pas 
de grandeur dans le passage de la surface au plan , et 
dont la position respective dans ce dernier cas soit facile 
à déterminer. 

96. Problème. Soit un cylindre à développer. 
Si on coupe ce cylindre par un plan perpendiculaire à 
•adroite génératrice, comme elle est toujours parallèle 
à elle-même dans quelque position qu'elle se trouve, il 
est évident que le cylindre proposé ne sera formé que de 
lignes perpendiculaires à ce plan. Cela posé, lorsqu'on 
imaginera que chacune de ces lignes F, E, , F a E a , &c. £5. 63. 
tourne autour de EF pour s'appliquer sur le développe- 
ment, les arcs FF,, F, F», &c. deviendront des lignes 
droites , et tomberont tous dans le même prolongement ; 
car ils sont perpendiculaires à l'axe autour duquel se 
fait le mouvement de rotation : le résultat sera donc une 



Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral la théori« anal/* 
tique et complète des surface* courbes. 
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fig. G8. ligne droite sur laquelle les lignes génératrices du cylin- 
dre seront toutes perpendiculaires. 

Soit maintenant une courbe MM,M a , &c. , tracée 
sur le cylindre suivant une loi quelconque , ou produite 
par l'intersection de ce corps avec une autre dont la gé- 
nération soit connue : puisque le cylindre est donné ainsi 
que la position de tous les points de cette courbe , par 
rapport aux plans coordonnés , il sera aisé de construire 
sur ceux-ci les projections de la section perpendiculaire 
que nous avons indiquée , et en ,1a supposant divisée en 
autant de parties qu'on voudra FF, , F, F a , &c. on dé- 
terminera les distances MF, M, Fi , M a F a> &c. des 
points de la courbe proposée à ceux de cette section qui 
se trouvent sur la même droite génératrice. Ces distan- 
ces ne changeront pas dans le développement , et on les 
portera perpendiculairement à la droite qui représente 
alors la section perpendiculaire, sur chacun des points f, f\ , 
f ai &c. correspondans aux points F, F,,F a , &c. ; la 
courbe mm, m a , &c. sera ce que devient la courbe pro- 
posée lorsqu'on développe le cylindre. 

Il faut bien remarquer que quoique la courbe M M x 
M a , &c. puisse être fermée , son développement dans 
beaucoup de cas sera indéfini ; cela tient à ce qu'il faut 
imaginer qu'un plan en se roulant en cylindre peut pas- 
ser sur lui-même autant de fois qu'on voudra , puisqu'il 
est indéfini par sa nature. C'est ainsi qu'en construisant 
le développement de l'ellipse , qui est la section du cy- 
lindre droit par un plan oblique à sa base , on trouve 
pour résultat une courbe indéfinie. 

97. Corollaire. Si le cylindre proposé étoit droit, sa 
base tiendroit lien elle-même de la section perpendicu- 
laire à la génératrice ; et en la supposant étendue en li- 
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gne droite , on lui appliqueront tout ce qui a été dit pré- Kg. 68. 
cédemment par rapport à cette section. 

Comme on ne peut avoir la circonférence du cercle 
que par approximation , il s'ensuit qu'on ne construit 
les développemens du cylindre droit que d'une manière 
approchée; et cet inconvénient a lieu en général pour 
tous les cylindres dont la section perpendiculaire n'est 
pas une courbe recttfiable : mais dans Jes arts on se con- 
tente de partager cette courbe en un nombre de parties 
assez grand pour qu'elles puissent être considérées comme 
sensiblement rectilignes , et alors ce n'est pas proprement 
le cylindre proposé qu'on développe, mais un prisme 
d'un très -grand nombre de faces, inscrit dans ce cy- 
lindre. 

98. Remarque. Il y a une courbe particulière qu'on fig. 69. 
trace sur un cylindre qui ne sauroit être passée sous si- 
lence ; c'est celle qui jouît de la propriété de faire cons- 
tamment le même angle avec la droite génératrice , dans 
quelque position qu'elle se trouve- 
Il est aisé de voir que cette courbe devient une ligne 
droite lorsqu'on développe le cylindre ; car alors toutes 
les positions de la génératrice se trouvant parallèles en- 
tr'elles sur un même plan , elles ne peuvent être rencon- 
trées sous un angle constant que par une droite. 

Lorsque le cyjindre est droit, c'est-à-dire qu'il a sa 
base circulaire et sa génératrice perpendiculaire sur cette 
base , la courbe dont nous venons de parler est alors 
celle que forme la tranche d un filet de vis! 

Si "on conçoit une ligne droite assujettie aux trois 
conditions suivantes : i°. à être toujours parallèle au 
plan de la base du cylindre ; a p . à passer toujours par 
son axe; 3°. à suivre le cours de la courbe proposée; 
cette droite engendrera une surface dont le filet de la 
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vis quarrée présente l'image , et qu'on voit toute entier» 
dans le dessous des escaliers tournans. 

Cette surface est du genre de celles dont on a donné 
la définition n°. 89 ; et il est facile de la construire , ainsi 
que de trouver ses intersections avec un plan ou une 
autre surface dont la génération soit connue. 

Si au lieu d'une ligne droite on faisoit mouvoir un cer- 
cle de manière qu'il fût toujours jjans un plan passant 
par l'axe du cylindre droit , et que son centre parcou- 
rût la courbe que nous avons considérée dans cet arti- 
cle, la surface qui naîtroit de ce mouvement est em- 
ployée dans l'escalier tournant, connu sous le nom de 
vis Saint- Gilles. 

On appelle hélices , les courbes formées par l'enve- 
loppement d'une ligne droite sur une surface cylindri- 
que. Ces courbes jouissent de la propriété d'être let 
plus courtes lignes qu'on puisse mener sur cette surface 
entre deux de leurs points ; et il est facile de s'en con- 
vaincre en observant que l'étendue de la surface d'un 
cylindre ne change pas lorsqu'on le développe ; par con- 
séquent les distances respectives des points qui la com- 
posent ne souffrent ni extension ni contraction ; mais 
alors la plus courte distance de deux quelconques' de 
ces points est la droite menée de l'un à l'autre , et cette 
droite devient une hélice sur le cylindre. 

Ce qu'on vient de dire est non-seulement applicable 
aux cylindres ; mais il convient encore aux cônes et aux 
surfaces développables en général. 

Si on trace une ligne droite sur leur développement , 
et qu'on remette ces surfaces dans leur état primitif, la 
ligne proposée deviendra une courbe qui jouira de pro- 
priétés analogues à celles de l'hélice. 

Cett« courbe ne sera autre chose que celle qu'on for- 

meroit 
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tneroit en pliant un fil librement sur une surface déve- 
loppable (*). 

99. Problème. Construire le développement dune sur- 
face conique quelconque. 

L'idée qu'on se forme du développement d'une pyra- 
mide quelconque , abstraction faite de sa base , conduit 
naturellement à celle du développement du cône. 

Si on conçoit une courbe tracée sur la surface de ce corps> 
de manière que tous ses points soient également éloignés 
du sommet, lorsqu'on développera le cône, la courbe dont 
il s'agit deviendra un cercle , ou au moins une portion 
de cercle , dont le rayon sera la distance constante de 
chacun des points de cette courbe au sommet du cône. 

On voit aisément que si on imagine une sphère ayant 
pour centre le sommet du cône , elle coupera sa surface 
suivant une courbe de la nature de celle dont on vient 
de parler , et que par conséquent il est facile de cons- 
truire (82). 

Soit F F, F a &c. cette courbe , et M M t M a , &c. une fie*. 
Courbe quelconque tracée sur la surface conique pro- 
posée , et qu'il s'agisse de développer -, on y parviendra 
en déterminant les distances M S , M, S , M a S , &c. , du 



> » .. . * 
(*) Pour se faire une idée nette de cette courbe, il n'y a qu'à sup* 

poser que le fil ait une certaine largeur comme celle d'un ruban, 
alors on verra qu'il y a une manière de l'envelopper autour de la 
surface propose sans le tordre ; et chacun des bords de ce ruban 
formera précisément la courbe que nous avons en vue. 

Nous remarquerons ici que l'on peut de même enveJopper libre* 
ment un fil sur une surface courbe quelconque , en le tendant autant 
qu'il est possible entre ses extrémités ; la courbe qu'il détermine par 
son application sur la surface proposée, est la plus courte qu'un 
puisse mener entre deux quekoJMgûtot de ses points. . , \. 
Compl. de la Géom. G 
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sommet à chacun de ses points , et la longueur des arcs 
FF,, FF,, &c. compris sur la première courbe entre 
une de ces dUtances prise à volonté, telle que MS, par 
exemple, et chacune des autres. 

Ayant tiré sur un plan une ligne indéfinie sf , pour 
représenter la position de la génératrice du cône à l'ori- 
gine du développement , on décrira un cercle du point 
g comme centre , et d'un rayon sf égal à S F ; ensuite on 
cherchera de quel nombre de degrés doit être un arc du 
cercle f f , f k , dont la longueur égaleroit celle de l'arc 
F F, , et ayant fait l'angle f sf , de ce nombre de degrés , 
on prendra sur rf, une distance sm^SM, ; le point m„ 
ainsi trouvé , appartiendra au développement qu'on se 
propose de construire. ' 

IOO. Remarque. Cette solution demande , comme on 
voit , qu'on connoisse la longueur des différentes parties 
de la courbe qui a tous ces points à égale distance du 
commet du cône , ou que du moins on puisse transformer 
en arcs de cercle , ces parties. Or c'est ce qu'on né peut 
* obtenir que par le calcul intégral , et le plus souvent par 
approximation seulement ; en sorte que le procédé que 
je viens d'indiquer ne peut être employé qu a laide de 
l'analyse. Mais dans les arts , l'objet qu'on se propose 
n'étant que d'obtenir une précision suffisante pour les 
moyens d'exécution dont on peut disposer, on modifie 
la méthode précédente de manière à ce qu elle puisse 
être pratiquée fort simplement. 

On développe alors au lieu du cône une pyramide qui 
lui est inscrite, et qu'on suppose d'un très-grand nombre 
de faces, en sorte que les arcs FF, , F, F a , F a F 3 , &c. 
puissent être regardés comme ne différant pas sensible- 
ment de lignes droites , et on les porte successivement 
en ff,, f , f a , f a fs, etc. sur la circonférence du cercle tracé 
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-dans le développement. Le reste de la construction fîg. 70. 
«achève comme il a été dit précédemment. 

101. Corollaire. Si on suppose que le cône dont on 
cherche le développement soit droit, c'est-à-dire à base 
circulaire , et que son axe passe par le centre de cette 
base , alors la courbe F F, F 0 , &c. devient un cercle pa- 
rallèle à la base du cône , et comme le rayon S F peut 
être pris à volonté, il sera plus commode d'employer la 
base elle-même. On voit que dans le développement, 
cette base fait encore partie d'un cercle , mais dont le 
rayon n'est pas le même que sur le cône ; celui-ci est 
OE, tandis que l'autre est ES, ou le côté même du fig. 71» 
cône. - 

Si les lignes OE et ES sont commensurables entr'elles , 
il est aisé d'avoir le développement ; car la longueur de 
la circonférence de la base du cône, et celle de l'arc to- 
tal du développement étant dans le rapport de ces li- 
gnes, la même chose aura lieu pour chacune de leurs 
parties correspondantes. La construction sera parfaite- 
ment rigoureuse , si ce rapport est tel qu'on puisse cons- 
truire géométriquement l'arc g e ; car alors la question 
se réduira à prendre sur les arcs G E et g e des parties 
qui soient entr'elles dans le même rapport , et on peut 
le faire par la simple opération de la bissection des 
angles. 

102. Remarque. Nous n'entrerons dans aucun détail 
à l'égard des surfaces développables en général ; la mé- 
thode rigoureuse à employer pour leur développement 
ne sauroit être indiquée ici , et quant aux méthodes d'ap- 
proximation , elles sont elles-mêmes trop longues et d'un 
usage trop peu fréquent pour qu'on doive s'y arrêter. 
Nous nous contenterons d'observer qu'on peut chercher 
au lieu du développement de la aurfece , celui du po- 
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lyèdre inscrit à cette surface , et formé suivant la même 
loi. 

. 65. On détermineroit donc les angles M RM, , M, R, M a , 
M ft R a M 3 , &c. , les longueurs des lignes MR, M t R, , 
M a R ft etRR,, RR a ,&c. et à l'aide de ces données on 
construiront sur un plan les triangles MRM,, M,R t M a ,&c. 
dans la situation respective où ils se trouvent sur la sur- 
face du corps proposé. 

Si on passe des polygones aux courbes , c'est-à-dire 
du polyèdre à la surface proposée , toute courbe tracée 
sur cette surface sera rapportée à l'arête de rebrousse- 
ment , par les tangentes mêmes de cette arête (*). 

Des Plans tangens aux surfaces courbes. 

lo3. L'idée qu'on doit avoir du plan tangent A une 
snrface courbe, emporte avec elle la condition que ce 
plan doit passer par toutes les tangentes qu'on peut me- 
ner à la surface proposée , par le point où il la touche. 

Ou bien encore , si on imagine tant de plans qu'on 
voudra menés par le point de contact , mais de manière 
à couper la surface proposée , il faut que les sections 
qui en résultent soient touchées respectivement par les 
droites qui sont les intersections des plans coupans et du 
plan tangent. 

Deux lignes droites suffisent pour déterminer la posi- 
tion d'un plan \ par conséquent deux sections quelcon- 



(*) J'ai traité cette matière analyUquement dans un Mémoire In 
à l'Académie des Sciences en 1790 , et j'y ai donné les formule* d'où 
dépend la transformation qu'une courbe quelconque subit en pas» 
•ant d'un plan sur une surface sléveloppable et réciproquement. - 
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qnes, faites par le même point dans une surface courbe, 
donnant lieu à deux tangentes qui passent parle mémo 
point , celles-ci suffiront pour déterminer le plan tangent 
à la surface proposée. 

Nous supposerons pour plus de simplicité dans la mé- 
thode générale, que I on ait coupé la surface proposée 
par deux plans, le premier horizontal , et donnant une 
section MZ\ le second vertical , perpendiculaire au Gg. 7a. 
plan DAB , et donnant pour section la courbe MX'. 

11 est clair que si on sait mener les tangentes aux cour- 
bes MZ" et MX', on aura deux lignes Mt et M T, qui 
détermineront le plan tangent demandé. 

La question de mener un plan tangent à une surface 
courbe quelconque, est donc ramenée à la recherche 
des tangentes des courbes planes ; c'est tout ce qu'on 
peut faire sans employer l'analyse, et nous observe- 
rons de plus qu'il faudroit encore prouver que le pian 
qui passera par les deux lignes M t et M T , passera 
aussi par la tangente de toute autre section faite par le 
point M dans la surface proposée. 

On sent assez bien la vérité de cette proposition ; car 
si elle n'avoit pas heu , il s'ensuivroit qu'on ne pouxroit 
pas mener des plans tangens à toutes les surfaces en gé- 
néral ; mais c'est par l'analyse qu'on la démontreroit 
complètement. 

Voici quelques cas particuliers où la question se mo- 
diHe , et devient beaucoup plus simple. 

104. Problême. Mener un plan tangent à un cy- 
lindre. 

La génération du cylindre est telle qu'un plan le tou- 
che toujours suivant une ligne droite, qui n'est que la 
génératrice prise dans l'une de ses positions; mais ce 
plan va rencontrer le plan horizontal suivant une ligne 

G S 
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Cg 73. droite P' T, qui touche la courbe servant de base au 
cylindre. 

Il suit donc de-là que si on mène par le point M, pris 
sur une surface cylindrique, une droite MP' parallèle 
à la génératrice A D , et que Ton construise la tangente 
P' T', au point P' de la courbe qui sert de base au cy- 
lindre , le plan tangent demandé sera déterminé par les 
lignes M P 7 et P'T : il sera donc facile d'en trouver les 
communes sections avec chacun des plans coordonnés. 

io5. Corollaire I. Si Ton sait mener des tangentes à fa 
base du cylindre , on pourra , par ce qui précède , en 
mener aussi à toutes les sections de ce cylindre ^ar un 
plan quelconque ; car il est aisé de voir que les tan- 
gentes de ces courbes seront les intewections des plans 
qui les contiennent avec le plan tangent au cylindre. 

En général , si une courbe est l'intersection de deux 
surfaces courbes , et qu'on puisse mener des plans tan- 
gens à chacune d'elles , la courbe proposée aura pour 
tangente l'intersection de deux plans respectivement tan- 
gens à ces surfaces courbes pour le point que l'on, con- 
sidère. 

Corollaire II. Nous avons fait voir (77) , comment on 
pouvoit représenter une courbe dont tous les points ne 
se trouvoient pas dans un même plan ; il suit de tout ce 
qui précède que pour mener une tangente à une courbe 
de cette nature, il faut chercher celles de ses deux pro- 
jections. , 

En effet , la courbe proposée se trouve d'abord fur 
un cylindre élevé perpendiculairement sur sa projection 
horizontale ; sa tangente , dans un point quelconque , 
est donc comprise dans le plan tangent au cylindre dont 
on vient de parler. Mais ce plan est perpendiculaire au 
plan horizontal i sa commune section avec celui-ci toup 
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che la base du cylindre , ou la projection de la courbe 
proposée , dans un point qui est la projection de celui 
où il touche la courbe donnée ; cette commune section 
est donc la projection sur le plan horizontal de la tan- 
gente cherchée. 

En raisonnant de même pour le plan vertical ,on verra 
que la tangente menée par le point de la projection ver- 
ticale qui correspond au point donné, sera la projection 
Verticale de la tangente demandée. 

106. Problême. Mener un plan tangent à un cône. 
La solution de ce problême ne diffère de celle du pré- 
cédent , qu'en ce que la ligne SP' doit être menée parfîg. 74. 
le sommet S au lieu d'être parallèle à la génératrice , 
comme dans le cas du cylindre. 

107. Problême, Mener un plan tangent à une surface 
de révolution par un point pris sur cette surface. 

Dans ce cas particulier , les sections les plus simples 
qu'on puisse obtenir sont les cercles perpendiculaires à 
Taxe de rotation , et la courbe génératrice, qui résulte 
toujours de la section faite dans le corps par un plan 
mené par cet axe. 

Le plan tangent au point M sera donc déterminé par 
les droites Mt etMT, la première tangente au cercle 
M Z , et la seconde à la courbe génératrice M X. 

Si l'on sait mener une tangente à cette dernière, on 
pourra toujours construire le plan tangent à la surface 
qu'elle engendre. > 

108. Corollaire. Lorsqu'on sait mener des plans tan- 
gens aux surfaces courbes , on peut mener des lignes) 
qui soient perpendiculaires à ces surfaces ; car il suffit 
pour cela qu'elles soient perpendiculaires aux plans tan- 
gens , et qu'elles passent par les points de contacts. Ces, 
lignes s'appellent les normales des surfaces proposées v 

G 4 
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nom qu'on a donné aussi aux lignes droites perpendicu- 
laires aux courbes planes. 

Il y a cette différence entre les normales des courbes 
planes et celles des surfaces courbes , que les premières 
se rencontrent toutes ou sont parallèles, au lieu que 
pour les dernières il faut choisir certaines suites de points 
sur la surface proposée pour en trouver qui aient cette 
propriété. En général elles sont situées dans des plans 
différens. 

Les courbes à double courbure qui ne sont pas compri- 
ses dans un seul plan déterminé , ne peuvent pas non plus 
avoir des normales déterminées \ mais ces lignes sont 
remplacées par des plans menés perpendiculairement à 
leurs tangentes par les points "de contacts, et auxquels 
on a donné le nom de plans normaux. On peut construire 
ces plans toutes les fois qu'on sait mener des tangentes 
aux courbes proposées. 

109, Remarque générale. Les surfaces courbes peu- 
vent être divisées en deux classes, par rapport à leurs 
plans tangens. 

Dans l'une, le contact du plan tangent et de la surface 
proposée a lieu dans toute l'étendue d'une Èigne droite. 
Cette classe comprend toutes les surfaces développables , 
et ne comprend qu'elles. 

Chacune des surfaces de l'autre classe n'a de commun 
avec son plan tangent qu'un ou plusieurs points , mai» 
toujours limités en nombre. 

H suit èe-là que si on se proposoit de mener des plans 
tangens aux surfaces courbes par des points pris hors 
de ces surfaces , ou de les- déterminer par des condH- 
tioas qui soient étrangères à ces mêmes surfaces, fe 
nombre des conditions ne sauroit être le même pour une 
de» classes de surfaces que pour l'autre. 
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Toutes les fois que le contact doit se faire dans une 
ligne droite, il est clair qu'il suffit d'un point ou d'une 
condition pour achever de déterminer le plan tangent. 

Ainsi il faut se proposer en général de mener par un 
point donné un plan cylindre à une surface ou à un 
cône ; et c'est par deux points ou par une droite don- 
née qu'il faut mener un plan tangent à une surface de 
révolution engendrée par une courbe. 

Nous ne ferons qu'indiquer la manière de résoudre 
ces questions. Dans le cas du cylindre , il est clair que si 
on mène par le point donné une parallèle à la généra- 
trice , elle se trouvera sur le plan cherché , puisqu'il doit 
toucher la surface proposée dans une ligne parallèle à 
cette droite ; mais la commune section de ce plan avec 
le plan horizontal doit toucher la base du cylindre ; il 
sera donc déterminé par la droite qu'on vient de mener, 
et par la tangente tirée du point où elle rencontre le 
plan horizontal , à la courbe qui sert de base au cylin- 
dre. La question est donc réduite à savoir mener une 
tangente à cette courbe par un point extérieur. On ap- 
pliquera ce procédé au cône, en menant la première 
droite dont nous avons parlé , par le point donné et le 
sommet. 

Pour les surfaces développables en général , on cons- 
truira leurs intersections avec deux plans quelconques 
menés par lë point donné, et si l'on peut mener parle 

- p 

point donné les tangentes à ces sections, elles détermine- 
ront le plan tangent demandé. 

Si la surface courbe proposée n'est pas développabîe , 
c'est par une droite qu'il faut lui mener un plan tangent ; 
et il est évident qu'il ne s'agit que de trouver sur cette 
surface un point par lequel on puisse mener deux tan- 
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gentes qui passent par la droite donnée : elles détermine- 
ront le plan cherché. 

Il est aisé de voir que ces droites peuvent être regar- 
dées comme faisant partie de deux surfaces formées par 
des droites assujetties à toucher la surface proposée , et 
à passer par la ligne donnée. Voici comment on peut 
construire ces surfaces : on concevra une suite de plan» 
menés suivant une certaine loi , tous horizontaux , par 
exemple ; et par les points où ils rencontreront la droite 
donnée , on tirera des tangentes aux sections qu'ils font 
dans la surface proposée : les projections de tous les 
points de contacts appartiendront à la courbe suivant 
laquelle cette surface est touchée par celle qui résulte de 
l'ensemble des tangentes dont on vient de parler. On 
prendra ensuite des plans coupans assujettis à une autre 
loi , verticaux et parallèles , par exemple , et on cher- 
chera aussi la courbe de contact de la surface proposée 
et de celle qui résulte de toutes les tangentes menées 
comme précédemment par des points de la droite don- 
née aux nouvelles sections qu'on obtiendroit. Il est évi- 
dent que chacun des points où les courbes de contact se 
rencontrent , est située sur deux droites qui touchent Ja 
surface proposée , et qui passent par la ligne donnée ; 
ces droites déterminent donc un des plans tangens de- 
mandés. 

Si le corps proposé étoit de révolution et avoit son 
axe vertical , les sections horizontales seroient toutes des 
cercles, soit en elles-mêmes , soit dans leur projection j 
et iV seroit facile de leur mener des tangentes par le point 
de la droite donnée qui se trouve dans le plan qui Tes 
produit. Quant aux plans coupans verticaux , il fau- 
drait les assujettir à passer par l'axe , afin de n'avorr 
pour toutes les sections que la courbe génératrice. 1 Sx 
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l'on savoit mener des tangentes à cette courbe par des 
points extérieurs , et qu'on projetât les contacts sur les 
plans coordonnés , on acheveroitla solution comme plus 
haut. 

1 1 0. La division que nous venons d'établir dans les sur- 
faces , relativement aux plans tangens, a lieu également par 
rapport à leur courbure. On a dû remarquer que le cy- 
lindre, par exemple, avoit un sens dans lequel il étoit 
privé de courbure , et c'est précisément le long de la 
droite génératrice. Cette propriété lui est commune avec 
toutes les surfaces développables *, car étant touchées 
suivant une ligne droite , par un plan , elles n'ont aucune 
courbure dans le sens de cette ligne. 

Il ne faut pas comprendre dans cette observation les 
surfaces décrites dans les n 0> 89 et 90 , qui sont formées 
de lignes droites à la vérité , mais qui ne sauroient être 
touchées par un plan dans toute l'étendue de ces droites. 

II est bien vrai qu'en coupant les surfaces dont il 
s'agit par un plan mené par la droite génératrice, la 
section qu'on obtiendroit n'auroit pas de courbure : mais 
il ne faut pas confondre la courbure d'une surface avec 
celle de ses sections ; car il est évident qu'en donnant 
certaines positions au plan coupant , on peut varier cette 
courbure pour un même point d'une infinité de ma- 
nières. 

De même que dans les courbes planes , on mesure la 
courbure dans chaque point, par celle de Tare de cercle qui 
passe par trois points infiniment proches , et dont le cen- 
tre se trouve au point de concours de deux normales con- 
sécutives ; de même aussi dans les surfaces courbes , il 
faut chercher le point de concours de deux normales con- 
, sécutives, et élever par ce point perpendiculairement à 
leur plan une droite qu'on regarde comme l'axe de ro- 
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tation d'un petit arc de courbe qui décrit l'élément de 
la surface; mais il faut que dans cet arc se trouvent aussi 
deux normales consécutives qui se coupent. 

Toutes ces recherches qui sont l'objet de l'analyse la 
plus délicate et la plus élégante , ne sauroient être trai- 
tées convenablement par de simples considérations géo- 
métriques. Les lecteurs trouveront dans les Mémoires 
de l'Académie de Berlin , année 176*5 , dans ceux de 
l'Académie des sciences de Paris 1781 , enfin dans le 
tome X des Savans Etrangers, tout ce qu'on peut désirer 
sur cette matière. ( Voyez aussi le Traité du Calcul diffi 
et du Calcul intégral , tome I .) 

Essais sur la Perspective. 

ni. Tout le monde sait que la lumière se propage 
en ligne droite , et que les objets ne deviennent visibles 
que par les rayons qu'ils nous renvoient. C'est l'ensemble 
de ces rayons qui détermine les images des corps. 

Ainsi nous appercevons le contour du quadrilatère 
0g. 76. ABCD, parce que chacun de ses points renvoie un 
rayon lumineux à notre œil (*). Il est aisé de voir que 
l'ensemble de ces rayons est une pyramide formée par 



(*) Nous avons supposé l'objet blanc on coloré , mais non pas noir r 
car alors on ne le verrait que par l'absence des rayons de lainière ; 
ainsi , pour le cas de la figure, il serait vrai de dire que la pyramide 
est déterminée par l'absence des rayons dans l'espace occupé par sa 
surface. 

Nous sommes d'ailleurs obligés de faire abstraction des circonstan- 
ces physiques de la vue j mais ceux de nos lecteurs qui en sont Ins- 
truits verront aisément qu* l'application de la méthode n'en cet pat 

J 
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des lignes menées des différons points de l'objet à notre 115. 7S. 
ceil. 

Si nous ne nous occupons dans ce moment que da 
contour ABCD , il est aisé de voir que tous les points 
situés sur les faces de la pyramide ABOCD se trouvent 
sur quelques-unes des lignes menées de ce contour h 
notre œil ; les images de ces points doivent donc se con- 
fondre avec celles des intersections du contour proposé 
et de chacune des lignes précédentes. Par conséquent 
si on imagine que la pyramide dont on vient de parier 
soit coupée par un plan ou par une surface quelcon- 
que, le contour qui résultera de cette intersection aura 
pour l'œil la même forme que le quadrilatère ABCD. 

Il n'est donc pas nécessaire de présenter à nos yeux 
•l'objet lui-même , pour que nous éprouvions la sensa- 
tion qu'il feroit naître en nous par l'organe de la vue ; 
il suffit de déterminer un assemblage de rayons disposés 
respectivement comme le seroieot ceux qui iroient des 
différens points de l'objet à notre œil (*). 

De-là vient la possibilité de représenter les corps sur 
un tableau ; car si on conçoit que la pyramide formée 
par l'ensemble des rayons menés de differens points du 
corps à notre œil soit coupée par un plan , il en résul- 
tera une image propre à faire naître la sensation du con- 
tour du corps , et de la disposition respective de ees dif- 
férentes parties. 

Il suit de ce qui précède , que la détermination de cette 
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(*) 1) esc évident qa'on formeroit encore nue perspective de l'ob- 
jet 1 en «apposant que les rayons visuels fussent prolongés au-delà de 
l'objet pour aller rencontrer le tableau placé derrière ; l'image seroit 
alors plus grande que l'objet. On pourroit aussi placer le tableau der- 
rière l'œil , la pyramide étant prolongée aa-de!à de son sommet ; 
l'image seroit renversée. 
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image dépend uniquement de la recherche des intersec- 
tions des lignes menées de l'œil aux divers points remar- 
quables de l'objet , avec le plan ou la surface sur les- 
quels il doit être représenté. 

Les positions respectives de l'œil , du tableau et de 
l'objet , doivent être déterminées , pour que l'image le 
8oir. La connoissance de la forme réelle , et des dimen- 
sions du corps qu'on veut représenter donnera les pro- 
jections des points remarquables qui déterminent son 
contour et la situation des parties qui le composent. Le 
problème sera donc réduit à trouver sur le tableau l'image 
de chacun de ces points , c'est-à-dire la rencontre d'une 
ligne droite donnée , avec un plan ou une surface aussi 
donnée. 

Je vais parcourir les différens cas de cette question , 
6ans néanmoins entrer dans les détails qui sortent des 
bornes que je me suis prescrites. 

H2. Problème. Trouver sur un tableau plan, situé 
d'une manière quelconque , l'apparence ou la perspective 
d'un point donné de l'espace. 

On prendra les projections verticales des points pro- 
posés, sur un plan perpendiculaire à la commune section 
du tableau avec le plan horizontal. 

Soient donc TAT" le tableau ; O' et O" les projections 
derœilO'jP'etP"celles du point P à mettre en perspective^ 
O' P' et O" P" seront les projections du rayon visuel OP. 

La rencontre p de cette ligne et du tableau déterminera 
Fapparence cherchée ; mais comme ce point doit être 
construit sur le tableau, les projectionsp' etp"ne suffisent 
pas ; il faut appliquer ici le procédé du n°. 5i , à l'aide 
duquel on trouvera les distances A p et A p" de ce même 
point à deux lignes A T' et AT'' perpendiculaires entr'ellea 
dans le tableau. La première qui est l'intersection du ta- 

■m . ' *' ' 
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bleau avec le plan horizontal sur lequel les objets repo- 
sent , est nommée en perspective , ligne de terre. 

Il suffit alors d'abaisser p' p perpendiculaire sur AT', 
pour avoir la distance du point p à la droite AT". Cela est 
évident en concevant le plan vertical p'pp parallèle à 
T"AB ; il est d'ailleurs aisé de voir que Ap" est la dis- 
tance du point cherché à la ligne de terre AT'. 

1 13. Quand le tableau est perpendiculaire sur le plan 
horizontal, comme le marque T'At", alors les projections 
O'P' et 0"P" déterminent elles-mêmes par leur ren- 
contre avec les lignes T'A et t"A, les distances Aq' et 
de la perspective q à chacune de ces droites. 
Il 4. Nous avons pris pour exemple une pyramide dont fig. 79. 
les quatre angles trièdres ont leurs sommets projetés à l'ex- 
trémité des rayons menés des points O' et 0". La cons- 
truction de la perspective de l'un de ces sommets est dési- 
gnée par les mêmes lettres que dans la figure 77. 

1 1 5. Dans le cas où le tableau est droit , on simplifie 
beaucoup la construction , en prenant le plan même du 
tableau pour plan coordonné vertical. L'œil étant supposé 
derrière le tableau, a sa projection horizontale en O'; celle 
du point proposé est en P', et p est la perspec^ve de ce 
point. 

1 16. Remarque. Si l'objet à représenter est terminé g a ^ 
par des lignes droites et par des plans , on construira ° 
son image en cherchant les perspectives des sommets 

des angles polyèdres qui le terminent ; et il ne sera 
besoin pour cela que de répéter le procédé qui vient 
d'être indiqué. Deux points détermineront une ligne 
droite , et les faces de l'objet proposé seront formées d'un: 
certain nombre de lignes. 

Quand l'objet est terminé par des surfaces courbes , il 
ne présente alors aucun point pariculier à saisir pour dé- 
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terminer sa forme ; il faut préalablement trouver son 
contour apparent. 

Le contour apparent n'est autre chose que la courbe 
qui sépare sur un corps , la partie qu'on voit de celle 
qu'on ne voit pas ; et il est évidemment formé par l'en- 
semble des points dans lesquels le rayon visuel ne fait que 
toucher la surface du corps. Si on conçoit une surface 
conique ayant son sommet placé dans l'œil , et qui en- 
veloppe le corps proposé , en le touchant , la courbe des 
contacts sera précisément celle du contour apparent. 

Si on coupe ce cône par des plans menés par l'œil sui- 
vant upe loi établie à volonté, chacun d'eux formera dans 
le corps proposé une section qui sera touchée par deux 
des droites génératrices du cône. De-là résulte une mé- 
thode générale pour construire le contour apparent d'une 
surface courbe. 
77- On imaginera cette surface coupée par une suite de 
plans verticaux, tels que OO'P'P, passant tous par 
l'œil ; on construira la projection P"X" sur le plan ver- 
tical de chacune des sections , et on mènera du point O" 
une tangente 0"P" à cette courbe. Ayant les projections 
du rayon visuel , on trouvera comme dans le problème 
précédent* la perspective du point P situé sur la limite 
visible de l'objet proposé , ou sur son contour apparent. 

On voit que cette méthode tient de près à celle qu'on* 
a donnée pour trouver les intersections des surfaces cour- 
bes ; il est donc aisé de prévoir qu'elle peut , comme 
cette dernière , se réduire à des procédés plus simples 
pour le cas de certaines surfaces, en rapprochaot le 
système des plans coupans de celui de la génération de 
ces surfaces : mais n'ayant pas eu dessein d'écrire un 
Traité complet de Perspective > je ne dois pas entrer dans 

ces détails. . . 3 

• ■* * 
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117. Remarque^ 11 y a encore un genre de perspective 
tl'un grand usage. On suppose alors que l'œil est placé à 
une distance infinie de l'objet : par-là les rayons visuels 
peuvent être regardés comme parallèles entr'eux ; et 
ayant désigné par une droite quelconque la direction 
suivant laquelle les corps doivent être vus , il ne s'agit 
plus , pour mettre des points en perspective , que de me- 
ner par ces points, des lignes parallèles à la ligne donnée, 
et de trouver leur rencontre avec le tableau. 

•On voit encore que dans cette hypothèse, le contour 
apparent d'un corps est déterminé par des tangentes à sa 
surface > qui sont parallèles entr'elles , et dont l'ensemble 
forme un cylindre. 

Pour déterminer ces tangentes , on choisit les plans 
coupans verticaux et parallèles à la ligne donnée \ et les 
tangentes aux projections verticales des sections doivent 
être menées parallèlement à la projection dé la ligne 
donnée qui marque la direction du rayon visuel. 

Cette perspective est une espèce de projection qu'on 
pourroit employer pour résoudre les questions du genre 
de celles que j'ai traitées dans la première et la seconde 
partie de cet ouvrage ; car rien n'oblige à projeter par 
des perpendiculaires, et dans un grand nombre de cas 
les solutions deviennent plus simples, lorsqu'on projette 
par des lignes obliques. 

Je vais encore donner quelques propositions qui servent 
de fondement à une méthode de perspective fort répan- 
due , et qui s'applique avec beaucoup de facilité aux corps 
terminés par des plans et des lignes droites. 

1 18. Théorème. Si on a une ligne droite PP> située fîg. 80* 
d'une manière quelconque par rapport au tableau T'A', 

et qu'on lui mène par l'œil une parallèle 0 0', le point i 
CompL de la Gèorru H 
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fig. So.Q' où cette dernière rencontrera le tableau, appartien- 
dra à la perspective de la droite proposée. 

En effet, toutes les lignes menées de l'œil aux diffé- 
rens points de la droite proposée forment un plan, qui 
par sa rencontre avec le tableau détermine 4a perspective 
de cette droite ; mais la ligne O O' étant parallèle à la 
proposée, et passant par Yœ'A , est comprise nécessaire- 
ment dans ce plan ; doue le point O' où elle rencontre 
le tableau appartient à la perspective dont i! s'agit. 

1 19* Remarque. l\ est évident d'aiUeurs que le point 
P' où la droite proposée elle-même rencontre le tableau , 
fait aussi partie de sa perspective. Donc pour tracer cette 
perspective , il suffit de connoître les points où la pro- 
posée et une ligne qui lui seroit menée parallèlement par 
l'œil » rencontrent le tableau. 

1*0. Corollaire I. Il suit du théorème précédent, que 
les perspectives dotant de lignes parallèles entr'elles qu'on 
•voudra, se couperont toutes dans un seul point du tableau. 
Ce point est nommé dans lesTraités de Perspective, point 
accidentel. 

En effet , on ne peut mener par l'œil qu'une seuls 
ligne qui leur soit parallèle à toutes , et leurs perspective* 
passeront nécessairement par le point où elle rencontre le 
tableau. 

121. Corollairell. Si les lignes proposées étoient paral- 
lèles au tableau , la droite O O' menée par l'œil ne ren- 

contreroit plus le tableau , et par conséquent les pers- 
pectives seroient parallèles entr'elles 

On s'assurera, à priori , de la vérité de cette proposi- 
tion , par le raisonnement suivant. Les deux droites pro- 
posées étant parallèles entr'elles, les plans formés par l'as- 
semblage desrayonsmenés de l'œil aux difrerens points de 
ce* lignes, et qui contiennent leurs perspectives, ontnéceé- 
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sairement leur intersection parallèle à ces mêmes lignes , 
et par conséquent au tableau. Lesperspectives ne pouvant 
se rencontrer que dans les points communs à cette inttr* 
section et au tableau , seront donc parallèles- enrr elles* 

122. Corollaire III. De-tè dérive une méthode très-fig.ai; 
•impie de mettre en perspective des lignes et des points. 

On abaisse une perpendiculaire QQ" de IWsur te ta- 
bleau ; le point O" où elle le rencontre s'appelle point cto 
vue. Il suit de ce qei précède, que routes les perspecti- 
ves des lignes perpendiculaires an tablea» doivent con- 
courir à ce point. 

On projettera donc fe point proposé P sur h? tableau , 
que nous supposerons» vertical ; le point P" où tombe 
cette projection sera celui où là perpendiculaire menée 
du point proposé sur le tableau le rencontre ; et la pers- 
pective de cette droite sera P" O". 

On tirera ensuite P' M faisant avec A B , un angle 
égal à la moitié d'un droit i ces projections d'une ligne 
horizontale menée par le point P au tableau sous cet 
angle , et sa rencontre avec ce plan auront lieu au point 
M" placé à une hauteur AfM" égale à P'P. Mais si on 
prend sur O'D" parallèle à AB, une grandeur O'TT 
égale à la distance de l'œil au tableaai , il est aisé de voir 
que la ligne OD" sera parallèle à toutes celles qu'on mè- 
Beroit horizontalement sous un angle de 01, 5 au tableau, ■* 
dans le sens de MP'; par conséquent les perspectives de 
ces lignes doivent toutes se rencontrer au point D". Ayant 
tiré M" D", cette droite doit contenir la perspective du 
point P ;raais cette perspective doit se trouver aussi sur 
O" P"; elle est donc en R". 

s 

m 

, R*mavqu& On peut encore pratiquer *a per*- 

gective an moyen de. Y ccAtlù fuyante > qui dispense do 

Ha 
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tracer le plan géoiuétraî , et I élévation des objets, et 

dont voici le principe de construction. 

On rapporte tes objets à trois plans perpendiculaire» 
82. ontr'eux ; le premier horizontal , et passant par la ligne 
de terre A B ; le second vertical , perpendiculaire au 
tableau , et passant par le bord BT; le troisième est le 
tableau lui-même AT, que je suppose ici droît : un point 
fiera donc donné , si I on connoit ses distances respecti- 
ves à ces trois plans (a4). La distance au tableau se comp- 
tera sur BC , !a distance au plan vertical passant par BC 
et par BT, se comptera sur AB, et enfin la distance au plan 
horizontal, ou la hauteur du point, se comptera sur BT. 
tela posé, les deux lignes AB et BT étant dans le tableau, 
il suffit d'y transporter les divisions de la troisième BC* 
ce qui se fait en tirant an point de vue la ligne B O" qui 
sera la perspective de BC , et en menant au point de dis- 
tance D% les droites a D", \ D", aD", etc. qui couperont 
aux points c , 1 , ,-etc. correspondans aux par- 
ties Bb,bi, î g, etc. de la ligne BC. 

La ligne B O", ainsi divisée, est V échelle fuyante qui 
marque l'enfoncement apparent des objets dans le ta* 
bleau ; et éTo'n tiré par les points de division de cette 
échelle 1 , des droites parallèles à A B , elles pourront être 
considérées comme les lignes de terre de divers plans me* 
j\éi parallèlement au tableau à des profondeurs mar- 
iées parles divisions correspondantes de l'échelle j elle* 
contiendront les perspectives de projections horizontales* 
et des pieds des objets situés dans ces plans. 

Si Ton prend ensuite sur îa droite AB, que Ton 

I.."*... . 

nomme échelle de front, une partie B e , égale à la dis- 
tance où le point proposé est du plan vertical passant 
ÏJarVS et par B T, et qu'on tire au point de vue la 
était %0\ la rencontre de ctHe-ci arec g 2 parallèle à AB* 
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donnera la perspective de la projection horizontale , ou 
du pied de l'objet proposé. 

■ 

Enfin, si l'on piendsur BT, échelle des hauteurs , la 
partie ef égale à la hauteur du point proposé, et qu'on 
tire f O", cette dernière droite rencontrera g h , perpen- 
diculaire à ga, au point h , qui sera la perspective du 
point demandé. 

On voit que ce procédé donne, en opérant immédiate- 
ment sur le tableau , la perspective de tous les objets 
qu'on veut y représenter , dès qu'on a construit l'échelle 
fuyante. ^ 

On peut aussi , lorsque les dimensions du tableau sont 
assez grandes pour rendre le tracé d'une exécution diffi- 
cile , calculer le3 divisions de l'échelle fuyante , en consi- 
dérant les triangles semblables O'cD" et acB, do* 
il résulte 

" aB :Bct: 0"D": 0"c 

aB+0"D":Bc-rO"c ::aB:Bc 
aB + 0"D":BO":: aB:Bc* 

Les divisions de cette échelle donnent les distances 
des droites qui représentent les communes sections des 
plans perspectifs parallèles à celui du tablêau. Les hau- 
teurs h g se calculent aussi par une simple proportion , 
puisque l'on a ef :hg :: eO":gO", et que d'ailleurs les 
droites e O' 7 et g O" sont évidemment entr'elles comme 
les distances BO" et 0"a. 

Nous remarquons que l'usage du compas de propor- 
tion facilite beaucoup les opérations de la perspective , 
et qu'il est sur-tout très-commode pour déterminer le* 
hauteurs apparentes. 

La proportion a B : B c : : O" D" : O* c a feroit connoi- 
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tie la distance 0"D'' de l'œil au tableau, si l'on se don- 
noit la droite BO", l'espace aB et sa perspective B c. 

1 24. Remarque générale. On vient de lire dans ce qui 
précède , les moyens généraux qu'on peut employer 
pour mettre en perspective les contours apparen» et le» 
points remarquables des objets ; mais ces procédés qui 
composent la perspective linéaire , ne suffisent pas pour 
donner une représentation complète des corns. 

Les parties éclairées on les coups de lumière , lest om- 
bres et les dégradations de teinte , concourent à rendre 
sensibles les saillies , les enfencemens et les lointains. 
Toutes ces circonstances peuvent se déterminer rigoureu- 
sement par des méthodes analogue* à celles que nous 
avons doanées. 11 ne faut pour cela que décomposer 
l'énoncé de la question > de manière à pouvoir recoonoître 
les conditions mathématiques auxquelles il faut satisfaire. 

Pour les ombres, par exemple, si le corps IumineuK 
est réduit à un point , on voit qu elles; sx>nt déterminées 
par l'espace compris dans une surface conique tangente 
au corps opaque, et ayant pour sommet ce point lumi- 
neux. 

Par conséquent, déterminer l'ombre portée sur quel- 
que snrface que ce soit, c'est chercher l'espace que ce 
cône retranche de la surface dont H s'agît , espace cir- 
conscrit par la courbe qui est ^intersection du cône dont 
on vient de parler et de fa surface proposée. 

Nous ne pouvons considérer ici ces objets qui deman- 
dent des counoissances étrangères à la Géométrie ; nous 
les avoas indiqués seulement pour faire voir de quelle 
utilité p«et être dan» les art», 1 habitude des considéra- 
tion* <k la Géométrie de l'espace (*> 



1*) C'est sur de» notions de fi hy sique , et sur des expérience» Uès- 



» ■ 
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La Gnonionique , sur laquelle on a écrit des Traites 
assez volumineux , ne sauroit embarrasser , dans aucun 
cas , celui qui possède bien cette Géométrie. Dès qu'il a 
conçu ce que c'est qu*un cadran solaire en général , il 
peut en tracer un de telle nature qu'il voudra, et sur 
telle surface que ce soit , pourvu qu'il connoisse la géné- 
ration de cette surface ; car alors il n'aura besoin que de 
chercher des intersections de plans et de surfaces donnés. 

Montucla , dans son Histoire des Mathématiques , a 
donné une définition delà Gnomonique, à laquelle les 
procédés qne j'ai exposés précédemment s'appliquent 
tout de suite. 

u Qu'on ait ( dit-il ) douze plans se coupant tous à 
j> angles égaux dans une même ligne , et que ces plan» , 
r> indéfiniment prolongés , en rencontrent un autre dans 
» une situation quelconque, il s'agit de déterminer les 
» lignes dans lesquelles ils le coupent ». 

Le petit nombre de méthodes qu'il donne pôur résou- 
dre ces problêmes, sont à-la-fois très-simples et très- 
générales , et l'une d'elles rentre dans les opérations aux- 



délicates , encore peu répandues , que reposent les théories indiquées 
ci-dessus , et qnl comprennent ce que les Artistes appellent la pers- 
pective aérienne , le clair obscur. On peut consulter à cet égard l'ou- 
vrage de Lambert, ayant pour titre : Photometria, etc. et un Mémoire 
du même Auteur dans le volume de l'Académie de Berlin pour 1774. 
11 seroit bien à désirer que Monge étendit et publiât les notions qu'il 
a données sur cet sujet à l'Ecole Polytechnique. Le concours de ces 
lumières fixeroit le sens de plusieurs expressions méthaphoriqnes que 
les Artistes emploient pour désigner des résultats d'observations 
très - fines ; mais que les Amateurs répètent sans les compren- 
dre, et qui font d'autant mieux fortune qu'elles paraissent plus 
étranges. 
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quelles seroient conduits ceux de nos lecteurs qui vou- 
droient employer les moyens que nous avons exposés 
dans la première Partie. 
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